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E�et Casimir et g�eom�etrie�Roger BalianServi
e de Physique Th�eoriqueyOrme des MerisiersCEA, Sa
layF-91191 Gif-sur-Yvette CedexL'e�et Casimir a �et�e pr�esent�e dans la 
ontribution de B. Duplantier �a 
e s�eminaire Poin
ar�e.Le but du pr�esent expos�e est d'en montrer des aspe
ts plus g�en�eraux et de r�epondre �a quelquesquestions th�eoriques. L'�energie asso
i�ee au 
hamp �ele
tromagn�etique quanti��e, qui existe dansdes r�egions vides d�elimit�ees par des parois de mati�ere, peut-elle être d�e�nie ind�ependamment despropri�et�es de 
es parois ? Comment 
ette �energie d�epend-elle de leur forme ? Comment varie-t-elleave
 la temp�erature du gaz de photons qui 
onstitue le 
hamp ? L'existen
e de l'e�et Casimirest-elle li�ee aux propri�et�es sp�e
i�ques du 
hamp �ele
tromagn�etique ?Nous nous appuierons prin
ipalement sur deux arti
les d�etaill�es (R. Balian and B. Duplantier,Ele
tromagneti
 waves near perfe
t 
ondu
tors, I. Multiple s
attering expansions and distributionof modes, Annals of Phys. 104 300-335 (1977) ; II. Casimir e�e
t, 112, 165-208 (1978)). Bienqu'an
iens, ils 
ouvrent les divers aspe
ts des questions soulev�ees 
i-dessus, 
e qui nous permettrai
i de nous 
ontenter d'en pr�esenter les prin
ipales id�ees ; nous utiliserons les mêmes notationspour en fa
iliter l'a

�es.R�esum�e. On d�emontre qu'il existe une limite pour l'�energie de point z�ero et l'�energie libre d'un
hamp �ele
tromagn�etique en pr�esen
e de parois 
ondu
tri
es, lorsque l'�epaisseur et la r�esistivit�e de
elles-
i tendent vers 0 et que leur 
ourbure est �nie. La nature �ele
tromagn�etique du 
hamp estessentielle. On donne une expression expli
ite de l'�energie libre en fon
tion de la forme arbitraire desparois et de la temp�erature. On en tire diverses appli
ations : 
omportements �a basse temp�erature,�a haute temp�erature o�u apparaissent des 
ontraintes de froissement, stabilit�e d'une feuille plane,r�epartition spatiale de l'�energie de part et d'autre d'une surfa
e 
ourbe, for
es entre 
ondu
teurs�eloign�es, formes diverses (plaques parall�eles, sph�ere, 
ylindre, nid d'abeilles).1 L'�energie libre r�egularis�eeCha
un des modes m d'un 
hamp �ele
tromagn�etique E;B se 
omporte 
omme un os
illateur har-monique de fr�equen
e �m = !m=2� = 
qm=2�, o�u qm est la longueur du ve
teur d'onde 
orre-spondant. L'�energie asso
i�ee, 12 R �0E2 + ��10 B2 peut prendre les valeurs quanti��ees "(qm; n) =~
qm(n+ 12 ). A temp�erature �nie, 
e mode fournit �a l'�energie libre la 
ontributionf(qm) = �T ln 1Xn=0 e�~
qm(n+ 12 )=T = T ln[2 sh(~
qm=2T )℄ : (1)A temp�erature nulle, la 
ontribution 
orrespondante �a l'�energie du vide est 12~
qm.�Version pr�eliminaireyUnit�e de re
her
he asso
i�ee au CNRS
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ar�eL'�energie (libre) totale s'obtient en sommant sur les modes m ; le r�esultat d�epend de ladistribution des valeurs de qm, elle-même 
onditionn�ee par la nature, les propri�et�es et la formedes parois mat�erielles S qui d�elimitent le \vide" auquel on s'int�eresse. L'e�et Casimir, propri�et�epropre du 
hamp, ne peut don
 être d�e�ni que si 
es parois ne jouent qu'un rôle g�eom�etrique, 
equ'il nous faudra v�eri�er.La sommation sur m de (1) est divergente pour deux raisons. D'une part, le spe
tre des qmforme dans l'espa
e entier un 
ontinuum. D'autre part, 
e spe
tre n'est pas born�e sup�erieurementet f(qm) est proportionnel �a qm pour qm ! 1. On s'a�ran
hit de 
es divergen
es par la mêmem�ethode qu'en th�eorie quantique des 
hamps. On r�egularise d'abord les expressions �a 
al
uler enintroduisant des 
oupures. Ensuite, 
omme pour la renormalisation, on d�eduit de 
es expressions,devenues �nies, des quantit�es physiquement observables au moins en th�eorie, et on y fait tendre lesparam�etres de 
oupure vers 1. La th�eorie est renormalisable si la limite des grandeurs physiquesexiste.I
i, on s'int�eresse au 
hamp dans le vide d�elimit�e par des objets mat�eriels S. A�n d'�eliminerla diÆ
ult�e li�ee �a la 
ontinuit�e du spe
tre, on 
ommen
e par enfermer tout le syst�eme dans uneen
einte, dont le volume 
 tendra vers1. On suppose la fronti�ere � de 
ette en
einte mat�erialis�eepar un 
ondu
teur parfait, 
e qui 
on�ne le 
hamp �a l'int�erieur en le d�e
ouplant 
ompl�etement del'ext�erieur de �. Lorsque 
 ! 1, la densit�e de modes 
q2=�2 et par suite l'�energie totale sontproportionnelles �a 
 et divergent. Cependant, l'�energie, dans le pr�esent probl�eme, n'est d�e�nie qu'�aune 
onstante additive pr�es. En prenant 
omme �etat de r�ef�eren
e le vide int�erieur �a � en l'absen
edes objets S, nous 
her
hons �a d�e�nir l'�energie libre Casimir (ou l'�energie Casimir �a T = 0) pardi��eren
e : F =Xm f(qm;S;�)�Xm0 f(q0m0 ; �): (2)Le se
ond terme est asso
i�e aux modes q0m0 int�erieurs �a l'en
einte � vide, le premier aux modes qmint�erieurs �a � en pr�esen
e des 
orps S. Nous nous int�eressons don
 �a la variation de l'�energie duvide lorsqu'on y introduit les objets S.Si l'on veut pouvoir attribuer une �energie au seul 
hamp, ind�ependamment des 
orps mat�erielsS, il faut que le volume o

up�e par le 
hamp soit presque le même pour les deux termes de (2),don
 que S soit 
onstitu�e de plaques min
es, d'�epaisseur n�egligeable. Sinon, puisque le se
ondterme 
omprend l'�energie du 
hamp �a l'int�erieur de 
ette �epaisseur (�energie qui de plus est in�nieen raison de la se
onde 
ause de divergen
e), il faudrait in
lure dans le premier l'�energie int�erieureaux mat�eriaux ; mais il est impossible d'y s�eparer la 
ontribution du 
hamp de 
elle de la mati�ere,de sorte qu'il n'y aurait pas d'e�et Casimir attribuable au 
hamp seul. De plus, si l'on veut d�egagerun e�et ind�ependant de la nature du mat�eriau, il faut pouvoir mod�eliser 
elui-
i par des propri�et�esid�eales. Nous mod�eliserons don
 S par une ou des feuilles parfaitement 
ondu
tri
es et in�nimentmin
es. Si dans 
ette limite F existe, on pourra la 
onsid�erer 
omme l'�energie libre du 
hamp enpr�esen
e des parois S. Elle ne d�ependra que de la g�eom�etrie de 
es parois et de la temp�erature.Le 
as 
onsid�er�e par Casimir �etait 
elui o�u S �etait form�e de deux plaques parall�eles ; le premierterme de (2) 
omprend alors les 
ontributions des trois r�egions qu'elles d�elimitent. Nous prendronsaussi pour S la peau d'une sph�ere, d'un 
ylindre ou d'un tore, auquel 
as le premier terme de (2)se d�e
ompose en deux 
ontributions, l'une int�erieure, l'autre ext�erieure �a S.Le fait de prendre des parois parfaitement 
ondu
tri
es revient �a imposer au 
hamp les 
ondi-tions aux limites Et = Bn = 0 sur les 
omposantes tangentielles (t) ou normales (n) sur la surfa
eS, de 
haque 
ôt�e, ainsi que sur la fronti�ere �. A

ompagn�ees de 
es 
onditions, les �equations deMaxwell rot Em = i
qm Bm ; i
 rot Bm = qm Em ; (3)(r2 + q2m)Em = 0 ; (r2 + q2m)Bm = 0 (4)d�eterminent les modes propres m dans 
ha
une des r�egions v 
onsid�er�ees.



Vol. 1, 2002 E�et Casimir et g�eom�etrie 57Il reste �a r�egulariser l'expression (2) a�n de supprimer la divergen
e asso
i�ee aux grandesvaleurs des qm. On note pour 
ela qu'�a haute fr�equen
e, les 
ondu
teurs r�eels ne sont plus parfaits.Les ondes �ele
tromagn�etiques peuvent y p�en�etrer, et les traverser librement puisqu'ils sont min
es.Une 
ompensation se produit don
 entre les deux termes de (2) pour les modes �elev�es, qui tendent�a devenir les mêmes puisque les objets S deviennent alors transparents. A�n de mod�eliser 
e fait,nous supprimons simultan�ement les modes m et m0 �elev�es en introduisant un fa
teur de 
oupure�(q), �egal �a 1 pour q �ni et d�e
roissant pour q tr�es grand, 
e qui rend s�epar�ement 
onvergentes lesdeux sommes de (2).Introduisant la distributionÆ�(q) =Xm Æ(q � qm)�Xm0 Æ(q � q0m0); (5)di��eren
e entre les densit�es spe
trales des modes dans � en pr�esen
e (m) et en l'absen
e (m0) desparois S, nous introduisons don
 l'�energie libre r�egularis�eeFreg = Z 10 dq Æ�(q) f(q) �(q); (6)qui est �nie, et d�epend en
ore non seulement de S mais aussi de � et de �(q). L'universalit�e del'e�et Casimir, le fait qu'il ne d�epend que de la g�eom�etrie des parois S parfaitement 
ondu
tri
es,repose sur l'existen
e d'une limite F de (6) lorsque � s'�eloigne �a l'in�ni et �(q) tend vers 1, lesformes de � et de �(q) lors du passage �a la limite �etant arbitraires.2 Champs en pr�esen
e de 
ondu
teursLa d�emonstration a pu être e�e
tu�ee, et une forme expli
ite pour 
ette limite a pu être donn�ee, �a
ondition que la surfa
e S ait partout un plan tangent et soit ferm�ee. Des pathologies apparaissentsi S pr�esente un bord ou un di�edre. La te
hnique utilis�ee repose sur l'emploi de fon
tions de Greenasso
i�ees aux Eqs.(4), d�e
rivant la propagation du 
hamp d'un point �a un autre en pr�esen
e desparois S et �, dans les diverses r�egions v que 
elles-
i d�elimitent. La densit�e spe
trale (5) se d�eduitdire
tement de la 
onnaissan
e de 
es fon
tions de Green. Celles-
i peuvent s'exprimer, grâ
e �ala m�ethode de Diri
hlet, �a l'aide d'�equations int�egrales sur les surfa
es S et �, qui permettent end�e�nitive de relier l'e�et Casimir �a la g�eom�etrie de S.Nous nous 
ontenterons i
i d'esquisser 
e programme. Compte tenu de la sym�etrie entre les
hamps E et B, il est 
ommode d'introduire �a la fois deux fon
tions de Green, l'une magn�etique�(r; r0), l'autre �ele
trique �(r; r0), tenseurs �a deux indi
es en r et r0. La premi�ere repr�esente le
hamp magn�etique 
r�e�e au point r, en pr�esen
e des surfa
es 
ondu
tri
es, par un dipôle magn�etiquesitu�e en r0 et os
illant selon e�ik
t �a la fr�equen
e 
omplexe 
k=2�. La densit�e de 
ourant en r asso
i�ee�a 
ette sour
e est j0(r; r0) = rotr [Æ3(r � r0)1℄ (7)o�u 1 est le tenseur unit�e, et �(r; r0; k) est d�e�ni par les �equations di��erentielles(r2 + k2)� = �rot j0 ; div � = 0; (8)et les 
onditions aux limites �n = 0 ; (rot �)t = 0: (9)La fon
tion de Green � est engendr�ee par j0 et par les 
ourants j(�; r0) induits aux points � dessurfa
es 
ondu
tri
es S;� ; 
eux-
i sont des tenseurs �a deux indi
es, dont le premier se r�ef�ere �a ladire
tion du 
ourant, perpendi
ulaire �a la normale n� en � �a la fronti�ere (orient�ee vers le 
ôt�e de
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ar�eS 
ontenant r et r0), et le se
ond �a l'orientation du dipôle-sour
e en r0. Le 
hamp 
r�e�e par 
haque
ourant �el�ementaire j vaut M j o�u M est le noyauM(r; r0) = rotr [G0(jr � r0j)1℄; (10)et G0 la fon
tion de Green s
alaire dans l'espa
e in�niG0(r) = eikr4�r : (11)La fon
tion de Green magn�etique � s'exprime don
 selon�(r; r0) = Z d3r00M(r; r00) j0(r00; r0) + Z d2� M(r; �) j(�; r0); (12)dont le premier terme �0 serait le 
hamp produit dans l'espa
e in�ni par le dipôle (7). Les 
ourantsde surfa
e j sont d�etermin�es, selon une extension de la m�ethode de Diri
hlet, par l'�equation int�egralesur les surfa
es fronti�eres :j = j1 +Kj ; j1(�; r0) = Z d3rK(�; r) j0(r; r0); (13)dont le noyau entre deux points de la surfa
e est le tenseurK(�; �) = 2n� ^ rot�[G0(j�� �j)1℄: (14)En d�e�nitive, la solution de (13) d�etermine j, d'o�u � se d�eduit par (12), 
ompte tenu des diversesd�e�nitions (7), (10), (11), (14).La fon
tion de Green � est une fon
tion g�en�eratri
e pour les modes m lo
alis�es �a l'int�erieurde la r�egion 
onnexe v o�u se trouve la sour
e (7). En e�et, en termes de la variable 
omplexe k,ses pôles sont les valeurs k = �qm et les r�esidus 
orrespondants 12qmBm(r) 
Bm(r0). La densit�espe
trale �(q) =Pm Æ(q � qm) vaut en parti
ulier�(q) = 2�q Zv d3r tr Im�(r; r; q + i0): (15)On introduit de même une fon
tion de Green �ele
trique � en �e
hangeant 
hamps magn�etiqueet �ele
trique, en parti
ulier en �e
hangeant les 
onditions aux limites (9). On trouve des formulessemblables, au 
hangement de signe de j1 pr�es. En exprimant la densit�e spe
trale selon�(q) = 1�q Zv d3r tr Imf[�+�℄(r; r ; q + i0)g; (16)des simpli�
ations vont ainsi apparâ�tre.L'it�eration de l'�equation int�egrale (13) fournitj = j1 +K j1 +K2 j1 + � � � ; (17)s�erie dont les termes s'interpr�etent 
omme des 
ourants induits su

essifs : j1 est selon (13) un
ourant dire
tement induit par le dipôle sour
e dans les parois 
ondu
tri
es ; il induit �a son tour�a l'aide du propagateur K le se
ond terme, et ainsi de suite. L'expression (14) de K montre que,
ompte tenu de (11), 
e propagateur d�e
rô�t exponentiellement ave
 la distan
e (en os
illant) siIm k > 0. De plus, K s'annule lorsque le point � est dans le plan tangent �a la fronti�ere en � : un
ourant 
ir
ulant dans une surfa
e plane n'induit pas selon K de 
ourant se
ondaire dans la même
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e ; �a 
ourte distan
e, K est proportionnel �a la 
ourbure. S'appuyant sur 
es deux propri�et�es,on peut d�emontrer que la s�erie (17) est 
onvergente au moins pour Im k > jRe kj. (Pour k = 0d�e
rivant des 
hamps statiques, la 
onvergen
e d�epend de la topologie des fronti�eres.) La th�eorieg�en�erale de l'e�et Casimir va utiliser 
ette 
onvergen
e.La s�erie r�esultant pour � de (12) et (17) s'�e
rit� =M 11�K j0 =M j0 +MK j0 +MK2 j0 +MK3 j0 + � � � ; (18)o�uM d�e�ni par (10) repr�esente la propagation d'une onde issue d'un 
ourant unit�e, et K d�e�ni par(14) une propagation semblable suivie de la 
r�eation d'un 
ourant induit. On interpr�ete ainsi (18)
omme un d�eveloppement en di�usions multiples : l'onde issue de la sour
e en r0 peut atteindredire
tement le point r (premier terme) ; elle peut se propager de r0 vers un point � de la fronti�ereet s'y di�user pour atteindre ensuite r (deuxi�eme terme) ; elle peut se di�user su

essivement deuxfois sur la fronti�ere (troisi�eme terme) ; et
. Les di�usions rasantes s'annulent, de sorte que si Sest un simple plan la s�erie (18) se r�eduit �a ses deux premiers termes, dont le se
ond d�e
rit l'onder�e
�e
hie.La fon
tion de Green �ele
trique � 
ontient la même information que � puisque�(r; r0 ; k) = k�2 rotr rotr0 [�(r; r0 ; k)� �(r; r0 ; i0)℄; (19)et inversement. Mais il est remarquable qu'on puisse aussi l'exprimer 
omme la s�erie altern�ee� =M 11 +K j0 =M j0 �MK j0 +MK2j0 �MK3j0 + � � � ; (20)qui a une interpr�etation semblable �a (18). (Cependant, alors que la s�erie (18) s'annule 
omme il sedoit lorsque r et r0 sont de part et d'autre d'une fronti�ere ferm�ee, il n'en est pas de même de (20)qui ne 
o��n
ide ave
 � que lorsque r et r0 sont dans la même r�egion v 
onnexe.)Regrouper (18) et (19) 
omme dans (16) fait ainsi disparâ�tre tous les termes impairs dud�eveloppement et fournit une s�erie g�eom�etrique en K2. Seuls survivent pour le 
al
ul de la densit�ede modes les termes d�e
rivant un nombre pair de di�usions. Par ailleurs, passer d'un 
ôt�e �a unautre d'une fronti�ere S 
hange le signe de K, dont la d�e�nition (14) 
omprend la normale n�orient�ee dans la dire
tion du domaine v o�u l'on 
al
ule les fon
tions de Green. Comme K2 seulintervient apr�es regroupement de � et �, les densit�es de modes �a l'int�erieur et �a l'ext�erieur d'unefronti�ere S se 
al
ulent selon (16), et selon l'�equation (21) 
i-dessous, ave
 le même int�egrant.3 Passages �a la limiteA�n de tirer part de 
es propri�et�es, nous allons exprimer l'�energie libre (6) en termes de � et �dans le plan 
omplexe k. Pour 
ela, nous introduisons la fon
tion g�en�eratri
e des modes :Æ�(k) = 12 Z d3r tr limr0!rXv [�(v)(r; r0 ; k) +�(v)(r; r0 ; k)℄ : (21)La somme porte, 
omme dans (5), sur les divers domaines 
onnexes v d�elimit�es par les surfa
es Set �, moins le volume entier 
ontenu dans �. L'int�egrale sur r porte sur 
e volume entier. Grâ
e �a
e regroupement, les termes �0(r � r0) = �0(r � r0) =M j0, identiques pour 
ha
un des domaineset dont la partie r�eelle diverge lorsque r0 ! r, se 
ompensent de sorte que Æ�(k) est �ni. Comme �et �, 
ette fon
tion n'a 
omme singularit�es que des pôles aux points k = �qm, k = �q0m0 de l'axer�eel, ave
 pour r�esidus � 12qm, � 12q0m0 , de sorte que 2Im Æ�(q + i0) = �q Æ�(q). En notant que les
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ar�e
hamps statiques asso
i�es au voisinage de k = 0 ne 
ontribuent pas �a l'e�et Casimir, l'expression(1), (5), (6) s'�e
rit en termes de �(k = q + i0) selonFreg = 2T� Im Z 1+i00 dk Æ�(k)� Æ�(i0)k ln �2 sh~
k2T � �(k) ; (22)la soustra
tion assure la 
onvergen
e �a l'origine de l'int�egrale.A�n de b�en�e�
ier de la 
onvergen
e pour Im k > jRe kj des s�eries (18) et (20) dans (21)et (22), on va d�eformer le 
ontour de (22) vers l'axe des imaginaires. On introduit pour 
ela lafon
tion 	(y) = lim�!1 Æ�(iy): (23)Le passage �a la limite �!1, qui fait disparâ�tre la 
oupure spatiale 
on�nant le syst�eme �etudi�e,est assur�e grâ
e au fait que dans le d�eveloppement en di�usions multiples de (21) issu de (18) et(20), tous les termes 
omportant seulement des di�usions sur � se 
ompensent dans la di��eren
e(5). Parmi les termes restants, 
eux qui 
omportent au moins un aller et retour entre S et � 
om-prennent le fa
teur exp[�2Im k L℄ o�u L est la distan
e minimale entre S et � ; ils disparaissentdon
 lorsqu'on envoie � �a l'in�ni. En�n, 
eux qui ne 
omportent que des di�usions sur S 
om-prennent avant l'int�egration sur r de (21) un fa
teur exponentiel semblable, o�u L est la distan
eminimale entre r et S, de sorte que 
ette int�egrale 
onverge. Lors de 
e passage �a la limite, lespôles sur l'axe r�eel de [Æ�(k)� Æ�(0)℄=k, de r�esidus � 12 , qui sont 
ontourn�es dans l'int�egrale (22),deviennent denses et sont rempla
�es par une 
oupure.Il reste en
ore �a se d�ebarrasser de la 
oupure ultraviolette �(k) qui �elimine les hautes fr�equen
es.A�n de pouvoir d�eformer le 
ontour de (22) vers la demi-droite [0; i1+ 0℄ o�u se trouvent les sin-gularit�es du logarithme, on 
hoisit pour �(k) une fon
tion m�eromorphe de la forme�(k) =Xi � aik2 � �2i + a�ik2 � ��2i � ; (24)dont les pôles �i dans le premier quadrant tendront vers l'in�ni, et dont les r�esidus satisfont �aXi Re ai = 0; �2 Xi Re (ai=�2i ) = 1; (25)de sorte que �(q) est voisin de 1 tant que q est petit devant les j�ij, et d�e
rô�t 
omme q4 lorsqueq est grand devant les j�ij. Ce 
omportement assure la 
onvergen
e de (6), 
ar on montre quepour q grand Æ�(q) 
omporte des 
ontributions os
illantes d'amplitude au plus �egale �a q3=2. Lad�eformation du 
ontour fait aussi intervenir le 
omportement de Æ�(k) lorsque k ! 1 dans lepremier quadrant ou de 	(y) pour y grand. Pour une surfa
e S deux fois di��erentiable, on trouve	(y) = 132� ZS d2�� 1R1R2 � 3R2�+O� 1y2� ; (26)o�u R1 et R2 sont les rayons de 
ourbure prin
ipaux et 1=R la 
ourbure moyenne au point �.Cette expression est issue du premier terme MK2 j0 des d�eveloppements (18) et (20) donnant une
ontribution non nulle �a (21). En�n, pr�es de l'origine, 	 se 
omporte selon	(y) � �n(1�Ay) +O(y2); (27)o�u n est le genre de S, asso
i�e �a sa topologie (n = 0 pour une sph�ere, n = 1 pour un tore) et o�uA > 0.
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es diverses propri�et�es, on arrive �a trouver la limite de (6) pour �(q)! 1et �!1, sous la forme :F = ~
� Z 10 dy[	(y)�	(1)℄ + 2T Z 10 dyy [	(y)�	(+0)℄g(y); (28)o�u g(y) est la fon
tion en dents de s
ie,g(y) = 12 � y� + 1Xn=1 �(y � n�) ; � = 2�T~
 : (29)Une expression ferm�ee pour 	(y) s'obtient en int�egrant (21) sur r dans l'espa
e entier. Ona not�e que l'int�egrant est le même dans toutes les r�egions d�elimit�ees par S, de sorte que 
etteint�egrale ne d�epend que du premier et du dernier point de di�usion sur S dans les d�eveloppements(18) et (20) ; il fournit simplement	(y) = 12 Tr K1�K2 y dKdy : (30)Le noyau K(k) o�u k = iy, qui agit sur la surfa
e S, a �et�e d�e�ni par (11), (14). Il est r�eel. La tra
edans (30) signi�e la sommation sur les indi
es tensoriels et l'int�egration sur S. Le long de l'axed'int�egration de (28), la s�erie g�eom�etrique (1 �K2)�1 
onverge. Les valeurs de 	(y) aux bornesde l'intervalle d'int�egration de (28) sont donn�ees par (26) et (27).5 Conditions d'existen
e d'un e�et Casimir universelNous avons ainsi r�eussi �a prouver l'existen
e d'un e�et Casimir asso
i�e au 
hamp seul en pr�esen
e deparois min
es parfaitement 
ondu
tri
es S, et �a trouver une expression ferm�ee (28) pour l'�energielibre 
orrespondante, en fon
tion de la forme de S qui apparâ�t �a travers 	(y), et de la temp�eraturequi apparâ�t �a travers Tg(y). Nous exploiterons dans la suite 
ette expression.Il importe de noter que l'e�et Casimir n'existe qu'en raison de la nature �ele
tromagn�etiquedu 
hamp. Notre d�emonstration a en e�et utilis�e le fait que les deuxi�emes termes �MKj0 desd�eveloppements (17) et (18) se 
ompensent, de sorte que le d�eveloppement en di�usions multiplesde la densit�e de modes 
ommen
e par un terme �a deux di�usions, proportionnel au 
arr�e de la
ourbure selon (26). Or, pour un 
hamp s
alaire par exemple, la densit�e de modes �a l'int�erieur de
haque partie 
onnexe de S ferait intervenir un terme �a une di�usion, proportionnel �a l'aire de S etdon
 (pour des raisons dimensionnelles) �a q. Les 
ontributions des deux fa
es de S s'ajouteraient,de sorte que l'expression (6) de Freg 
omprendrait un terme en R dq q2 �(q). Elle d�ependrait
ru
ialement du fa
teur de 
oupure et divergerait �a la limite �(q) ! 1 du 
ondu
teur parfait. Onne pourrait asso
ier une �energie libre au 
hamp seul.On peut 
omprendre l'absen
e de terme de surfa
e pour le 
hamp �ele
tromagn�etique en notantque, pour un 
hamp s
alaire, le terme de surfa
e dans la densit�e de modes 
hange de signe sil'on passe de la 
ondition au bord de Diri
hlet (annulation) �a 
elle de Neumann (annulation dela d�eriv�ee). Or, pour un 
hamp �ele
tromagn�etique, 
ompte tenu de la 
ontrainte divE = 0, les
onditions aux limites ve
torielles Et = 0 ; (rot E)n = 0 �equivalent �a deux 
onditions s
alaires,l'une de Diri
hlet, l'autre de Neumann, 
e qui 
onduit �a la 
ompensation.La densit�e de modes �ele
tromagn�etiques dans une 
avit�e de volume V se 
omporte en fait
omme �(q) � 1�2V q2 � 23�2 Z d2�R +O( 1q2 ) (31)
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ar�epour q !1, si l'on fait abstra
tion de termes os
illants. Non seulement le terme de volume et desurfa
e, mais aussi le terme de 
ourbure disparaissent de Æ� 
ar les 
ourbures moyennes 1=R desdeux fa
es de S sont oppos�ees et donnent des 
ontributions qui se 
ompensent.La limite �(q)! 1 d'une 
ondu
tivit�e in�nie a pu être men�ee �a bien 
i-dessus uniquement pourdes surfa
es S de 
ourbure �nie. De fait, l'e�et Casimir n'existe pas pour des surfa
es pr�esentantdes angles di�edres, par exemple un 
ube 
reux, ou en
ore pour des feuilles pr�esentant un bord, 
equi �equivaut �a un di�edre d'angle 2�. En e�et, dans 
es 
as, il n'y a pas 
ompensation entre lestermes de 
ourbure asso
i�es �a l'ext�erieur et �a l'int�erieur du di�edre ; Freg est domin�e par un termepositif, proportionnel �a R10 q dq �(q) qui diverge �a la limite d'un 
ondu
teur parfait.La même divergen
e apparâ�t si S 
omporte des di�edres a

ol�es, par exemple trois demi-plansa

ol�es le long de leur bord 
omme dans un nid d'abeilles. Mais pour 3 �a 9 di�edres a

ol�es d'angles�egaux, le 
oeÆ
ient du fa
teur divergent est n�egatif de sorte que Freg n'est pas born�e inf�erieurementlorsque �(q)! 1.Les deux termes de (28) repr�esentent deux ph�enom�enes di��erents. Le premier est l'�energieCasimir proprement dite, asso
i�ee �a la variation de l'�energie de point z�ero des modes du 
hampinduite par l'introdu
tion des 
ondu
teurs parfaits S ; 
'est le produit de ~
 par un fa
teur dedimension L�1 d�ependant de la forme de S. Le se
ond est la variation de l'�energie libre du 
orpsnoir port�ee par le gaz de photons, qui ne pr�esente pas de divergen
e ultraviolette. La temp�erature T
orrespondante est 
elle des parois, par
ourues de 
ourants al�eatoires en �equilibre ave
 les photons.6 Plaques parall�elesDans le 
as de deux plaques parall�eles distantes de l et d'aire S, la fon
tion 	(y) vaut	(y) = Sy22� ln(1� e�2yl) ; (32)et l'on retrouve pour T = 0 l'�energie Casimir �el�ementaire. Le d�eveloppement �a basse temp�eraturede l'�energie libre, F (T ) = �S�2~
720 l3 � ST 32� ~2
2 �(3) + S�2lT 445~3
3 +O(T 2e��~
=lT ) ; (33)montre que la for
e Casimir attra
tive ��F=�l 
rô�t ave
 la temp�erature. La 
omparaison desexpressions (22) et (32) fait apparâ�tre une dualit�e entre basses et hautes temp�eraturesF (T )� F (0) = �2lT~
 �4 �F � ~2
24l2T �� F (0)� : (34)A haute temp�erature, on aF (T ) = � ST8�l2 �(3) +O(T 2e�4�lT=~
) ; (35)qui montre que la for
e entre plaques est en
ore attra
tive.L'entropie ��F=�T 
rô�t �a basse temp�erature 
omme 3ST 2�(3)=2�~2
2, ind�ependamment dela distan
e l entre plaques, et tend �a haute temp�erature vers la limite �nie S�(3)=8�l2.7 Basses temp�eraturesLes os
illations de plus en plus rapides de g(y) lorsque T ! 0 permettent d'�evaluer le se
ond termede (28) en d�eveloppant 	(y) en puissan
es de y autour de l'origine. On obtientF (T )� F (0) = �T 23~
 	0(0)� �3T 4135~3
3	000(0) +O(T 6) : (36)
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omportement est li�e �a la topologie de la surfa
e S, puisque selon (27) 	0(0) s'annule pourune surfa
e simplement 
onnexe, et vaut nA pour une surfa
e multiplement 
onnexe, auquel 
as ilexiste des 
hamps magn�etiques statiques pouvant être engendr�es par des super
ourants permanentssur S. L'entropie �a basse temp�erature n'est alors pas proportionnelle �a T 3 
omme pour le 
orpsnoir, mais �a T . Ce r�esultat reste mal 
ompris puisque son 
oeÆ
ient �2� n A=3~
 est n�egatif etque l'entropie de tout syst�eme quantique doit être positive. Certes, 
ette 
ontribution s'ajoute �al'entropie du vide qui est proportionnelle au volume de 
elui-
i et �a T 3. Mais que se passe-t-il pourl'entropie totale du syst�eme enferm�e dans une en
einte � �nie lorsque T ! 0 ?Le param�etre sans dimension du d�eveloppement (36) est lT=~
 o�u l est la taille du syst�eme S.Les termes d'ordre le plus bas devraient être exp�erimentalement a

essibles puisque 
e param�etrevaut 0,5 pour T = 1K et l = 1mm.La di��eren
e de 
omportement entre (33) et (36) provient du fait que (36) ne s'applique qu'�aun syst�eme S �ni, alors que pour un syst�eme in�ni tel qu'une paire de plaques parall�eles 	000(y)diverge lorsque y ! 0 
omme le montre (32).8 Hautes temp�eraturesA haute temp�erature, le se
ond terme de (28) est domin�e par la premi�ere des dents de s
ie de g(y).Le 
al
ul fournit alors F = �CT ln(T=~
Q) +O(T�1) ; (37)C = 	(+0)�	(1) = 132� ZS d2�� 3R2 � 1R1R2�� n ; (38)Z 10 dy ln� yQ�	0(y) = 0 : (39)I
i le param�etre sans dimension ~
=TR du d�eveloppement (37) est gouvern�e par une longueurasso
i�ee aux 
ourtes port�ees pour le noyau K, 
'est-�a-dire un rayon de 
ourbure typique R de S,qui peut être beau
oup plus petit que sa taille typique l si 
ette surfa
e est ondul�ee.Le terme dominant de (37) est formellement le même que l'�energie libre d'un nombre Cd'os
illateurs harmoniques 
lassiques de fr�equen
e moyenne 
Q=2�. Contrairement �a 
e qui sepasse pour le 
orps noir, auquel 
as la m�e
anique quantique est n�e
essaire �a toute temp�erature,la 
ontribution F que nous venons de 
al
uler, qui 
orrespond �a la d�eviation apport�ee �a l'�energielibre du rayonnement lorsqu'on introduit les parois S, prend une forme 
lassique pour T � ~
=R.L'�energie interne U � CT exprime l'�equipartition 
lassique, et 
omme d'habitude �a la limite 
las-sique, l'entropie C ln(eT=~
Q) d�epend pour sa 
onstante additive de la 
onstante de Plan
k. Lenombre C, positif ou n�egatif, s'interpr�ete 
omme le nombre moyen de modes de fr�equen
e �nierajout�es par introdu
tion des surfa
es S. I
i en
ore, la topologie de S apparâ�t dans l'expression(38) de C, �a travers le genre n de S (le nombre de 
hamps magn�etiques statiques ind�ependants est2n) et l'entier R d2�=4�R1R2. Pour deux plans parall�eles, on a C = 0 et C ln Q = �S�(3)=8�l2.Les 
ontraintes Casimir sur les 
ondu
teurs S d'ordre T lnT sont obtenues �a hautetemp�erature en examinant 
omment C varie lorsque 
es 
ondu
teurs se d�epla
ent ou se d�eforment.Ces 
ontraintes tendent �a faire d�e
rô�tre F , don
 
rô�tre C. La seule partie non topologique de C,3 R d2�=(32�R2), ne d�epend pas des positions relatives des 
ondu
teurs ; il n'y a don
 pas en-tre 
ondu
teurs di��erents de for
es dues au 
hamp, grandes 
omme T lnT �a haute temp�erature.L'invarian
e de C par homoth�etie montre aussi l'absen
e �a 
et ordre de for
es tendant �a faire se
ontra
ter ou se dilater les 
ondu
teurs S. Cependant, C 
rô�t ave
 la 
ourbure moyenne 1=R deS, de sorte que l'e�et Casimir tend �a haute temp�erature �a froisser les surfa
es 
ondu
tri
es. Cettetendan
e est limit�ee par les termes suivants du d�eveloppement (37), R ayant tendan
e �a d�e
rô�trejusqu'�a des valeurs de l'ordre de ~
=T .
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ar�eLes 
ontributions suivantes aux 
ontraintes, d'ordre T , sont asso
i�ees aux variations de la
ontribution CT lnQ = �T Z 10 dy ln y 	0(y) (40)�a F . Etant donn�e que Q�1 est proportionnel �a la taille de S, 
es for
es Casimir d'ordre T tendent�a 
ontra
ter S si C est n�egatif, �a le dilater si C est positif.9 Autres exemplesL'expression (28) permet d'�evaluer l'e�et de parois min
es 
ondu
tri
es sur l'�energie du 
hamp (r�eelou virtuel) de photons dans diverses 
ir
onstan
es. Nous passons i
i en revue plusieurs questionstrait�ees en d�etail dans l'arti
le 
it�e plus haut.L'�etude de l'�energie libre (28) lorsque S est un plan l�eg�erement d�eform�e 
on�rme l'e�etde froissement signal�e 
i-dessus : les 
ontraintes exer
�ees dans 
e 
as par le 
hamp tendent �atemp�erature �nie �a 
r�eer des ondulations de longueur d'onde sup�erieure �a 2; 9~
=T . Cependant,l'e�et Casimir proprement dit, �a temp�erature nulle, tend au 
ontraire �a redresser la surfa
e. Ainsi,une feuille plane 
ondu
tri
e est stable �a temp�erature nulle, instable �a temp�erature �nie par rapport�a de petites d�eformations.Ce ph�enom�ene est 
on�rm�e par l'�etude de la r�epartition spatiale de l'�energie libre du 
hamp�ele
tromagn�etique. La densit�e d'�energie libre Casimir s'obtient de la même fa�
on que l'�energietotale (28), mais en n'e�e
tuant pas l'int�egration sur le point r qui apparaissait dans (21). Ene�et, 
ompte tenu de la repr�esentation spe
trale des fon
tions de Green magn�etique � et �ele
trique�, la 
ontribution de 
haque pôle k = qm est alors pond�er�ee par 12 [B2m(r)+E2m(r)℄. (Les 
oeÆ
ients��10 et �0 r�eapparaissent lorsqu'on exprime les 
hamps reli�es par (3) en termes des fon
tions r�eellesnormalis�ees Bm, Em.) Pr�es d'une surfa
e 
ondu
tri
e de 
ourbure moyenne 1=R et �a la distan
ed� jRj de 
elle-
i, on trouve une densit�e d'�energie libre f(d) �egale �a basse temp�erature �af(d) = � ~
30�2Rd3 + T 3�(3)2�R~2
2 + � � � ; (41)et �a haute temp�erature �a f(d) = T16�Rd2 �ln(2dT=~
) + C � 14�+ � � � ; (42)o�u C est la 
onstante d'Euler. Cette densit�e diverge lorsque d! 0, pr�es de la surfa
e S ; l'�energielibre qui serait asso
i�ee �a l'un des domaines d�elimit�es par S serait in�nie (positive d'un 
ôt�e,n�egative de l'autre). L'�energie libre totale reste �nie grâ
e au 
hangement de signe de R de part etd'autre. Cependant, le signe de (41) montre que la pr�esen
e d'un 
ondu
teur transf�ere une quantit�ein�nie d'�energie de point z�ero du 
ôt�e 
on
ave vers le 
ôt�e 
onvexe, alors qu'au 
ontraire, selon(42), l'�energie des photons est transf�er�ee du 
ôt�e 
onvexe vers le 
ôt�e 
on
ave. Ces 
omportementsoppos�es sont 
oh�erents ave
 la stabilit�e ou l'instabilit�e d'une paroi plane selon la temp�erature.Les for
es Casimir entre 
ondu
teurs �eloign�es, attribu�ees dans le pr�esent traitement au 
hamp�ele
tromagn�etique, peuvent aussi être attribu�ees aux 
u
tuations des 
ourants 
ir
ulant dans 
es
ondu
teurs et produisant le 
hamp. Ces for
es apparaissent don
 
omme ayant la même nature queles for
es de van der Waals d'indu
tion mutuelle. On trouve entre deux 
ondu
teurs �a la distan
el grande, une for
e attra
tive en 1=l8 �a temp�erature nulle, en 1=l7T �a haute temp�erature, ainsi quedes 
ouples. Il en est de même pour la for
e entre un petit 
ondu
teur et un plan miroir.L'�etude de l'e�et Casimir pour une 
ou
he sph�erique S de rayon R montre que l'�energie �atemp�erature nulle se 
omporte 
omme E = 0; 046~
=R : (43)
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ord ave
 (37),F = �T4 [ln(TR=~
) + 0; 769℄��~
R �2 13840T +O� 1T 3� : (44)A toute temp�erature, l'e�et Casimir tend �a dilater la sph�ere, ave
 une pression 
roissant ave
 latemp�erature : la pression exer
�ee par le 
hamp int�erieur l'emporte sur 
elle exer
�ee par le 
hampext�erieur.Ce 
omportement 
ontraste ave
 
elui de la for
e Casimir entre plaques parall�eles, qui tend�a les rappro
her.Une situation interm�ediaire est 
elle du 
ylindre. Des tests num�eriques, en parti
ulier sur leplan et la sph�ere, montrent que F est obtenu ave
 une ex
ellente approximation en limitant �al'ordre le plus bas le d�eveloppement en puissan
es de K2 de l'expression (30) pour 	(y), 
e qui
orrespond �a deux di�usions sur S. Cette approximation fournit pour un 
ylindre de rayon R etde longueur L, �a basse temp�erature, F (2) � �2�3 L R2 T 445~3 
3 ; (45)et �a haute temp�erature F (2) � � 3LT64 R ln 4; 56TR~
 ; (46)en a

ord ave
 (37). A haute temp�erature, le 
ylindre tend �a s'amin
ir. A temp�erature nulle, ontrouve F (2) = 0 : l'�energie Casimir (�a 
et ordre) est nulle pour le 
ylindre, alors qu'elle est n�egativepour deux plaques parall�eles, positive pour une sph�ere.Tous 
es e�ets, en parti
ulier l'instabilit�e de froissement, sont malheureusement diÆ
iles �atester exp�erimentalement, en raison de la faiblesse des for
es Casimir devant les for
es de 
oh�esionqui assurent la stabilit�e de feuilles m�etalliques.


