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Sym�etries Galoisiennes et RenormalisationAlain ConnesColl�ege de Fran
e3, rue Ulm75005 ParisetI.H.E.S.35, route de Chartres91440 Bures-sur-Yvette1 Introdu
tionLa renormalisation est sans doute l'un des pro
�ed�es les plus �elabor�es pour obtenir des quantit�esnum�eriques signi�antes �a partir d'expressions math�ematiques a-priori d�epourvues de sens. A 
etitre elle est fas
inante autant pour le physi
ien que pour le math�emati
ien. La profondeur de sesorigines en th�eorie des 
hamps et la pr�e
ision ave
 laquelle elle est 
orrobor�ee par l'exp�erien
e enfont l'un des joyaux de la physique th�eorique. Pour le math�emati
ien �epris de sens, mais non 
orset�epar la rigueur, les expli
ations donn�ees jusqu'�a pr�esent butaient toujours sur le sens 
on
eptuel de lapartie proprement 
al
ulatoire, 
elle qui est utilis�ee par exemple en �ele
trodynamique quantique etne tombe pas sous la 
oupe des \th�eories asymptotiquement libres" auxquelles la th�eorie 
onstru
-tive peut pr�etendre avoir donn�e un statut math�ematique satisfaisant. Cet �etat de fait a 
hang�er�e
emment et 
et expos�e se propose de donner la signi�
ation 
on
eptuelle des 
al
uls e�e
tu�espar les physi
iens dans la th�eorie de la renormalisation grâ
e �a mon travail sur la renormalisationen 
ollaboration ave
 Dirk Kreimer et la relation que nous avons �etablie entre renormalisation etprobl�eme de Riemann-Hilbert.Le r�esultat 
lef est l'identit�e entre le pro
�ed�e r�e
ursif utilis�e par les physi
iens et les formulesmath�ematiques qui r�esolvent un la
et �a valeurs dans un groupe pronilpotent G en un produit d'unla
et holomorphe par un la
et anti-holomorphe. La signi�
ation g�eom�etrique de 
ette d�e
omposition(de Riemann-Hilbert, Birkho� ou Wiener-Hopf) provient dire
tement de la th�eorie des �br�es holo-morphes de groupe stru
turalG sur la sph�ere de Riemann S2. Dans la renormalisation perturbative,les points de la sph�ere S2 sont les dimensions 
omplexes parmi lesquelles la dimension d de l'espa
e-temps est un point privil�egi�e. Le probl�eme �etant que dans les th�eories physiquement int�eressantesles quantit�es �a 
al
uler 
onspirent pour diverger pr�e
is�ement au point d. On peut organiser 
esquantit�es 
omme le d�eveloppement de Taylor d'un di��eomorphisme g 2 G et donner un sens �ag = g(z) en rempla�
ant dans les formules la dimension d par une valeur 
omplexe z 6= d. Lepro
�ed�e de renormalisation a
quiert alors la signi�
ation suivante : la valeur 
her
h�ee g 2 G n'estautre que la valeur g+(d) en d de la partie holomorphe de la d�e
omposition de Riemann-Hilbertg(z) = g�1� (z)g+(z) du la
et g(z). La nature exa
te du groupe G impliqu�e dans la renormalisationa �et�e 
lari��ee par les �etapes essentielles suivantes. La premi�ere est la d�e
ouverte due �a Dirk Kreimerde la stru
ture d'alg�ebre de Hopf se
r�etement pr�esente dans les formules r�e
ursives de BogoliubovParasiuk Hepp et Zimmermann.La se
onde qui est le point de d�epart de notre 
ollaboration est la similitude entre l'alg�ebre de Hopfdes arbres enra
in�es de Dirk et une alg�ebre de Hopf que j'avais introduite ave
 Henri Mos
ovi
ipour organiser les 
al
uls tr�es 
omplexes de g�eom�etrie non
ommutative. Ce
i nous a 
onduit ave
Dirk �a d�e�nir une alg�ebre de Hopf dire
tement en termes de graphes de Feynman et �a lui appliquerle th�eor�eme de Milnor-Moore pour en d�eduire une alg�ebre de Lie et un groupe de Lie pronilpotentG, analogue du groupe des di��eomorphismes formels.En�n la troisi�eme �etape 
ru
iale est la 
onstru
tion d'une a
tion du groupe G sur les 
onstantes
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ar�ede 
ouplage de la th�eorie physique. Ce
i permet de relever le groupe de renormalisation 
ommeun sous-groupe �a un param�etre du groupe G et de montrer dire
tement que les d�eveloppementspolaires des divergen
es sont enti�erement d�etermin�es par leurs r�esidus.Le probl�eme de Riemann-Hilbert joue un rôle 
lef dans la th�eorie de Galois di��erentielle, il est don
naturel d'interpr�eter en termes Galoisiens l'ambigu��t�e que le groupe de renormalisation introduitdans les th�eories physiques. La derni�ere se
tion 
ontient l'esquisse d'une telle interpr�etation.Nous 
ommen
erons 
ette se
tion par une introdu
tion tr�es �el�ementaire �a la th�eorie de Galois pourles �equations alg�ebriques, en passant par un beau probl�eme de g�eom�etrie plane.Nous montrerons ensuite le rôle que le groupe de renormalisation devrait jouer pour 
omprendrela 
omposante 
onnexe du groupe des 
lasses d'id�eles de la th�eorie du 
orps de 
lasse 
omme ungroupe de Galois. Cette id�ee s'appuie �a la fois sur l'analogie entre la th�eorie des fa
teurs et lath�eorie de Brauer pour un 
orps lo
al et sur la pr�esen
e impli
ite en th�eorie des 
hamps d'un\
orps de 
onstantes" plus �elabor�e que le 
orps C des nombres 
omplexes. En fait les 
al
uls desphysi
iens regorgent d'exemples de \
onstantes" telles les 
onstantes de 
ouplage g des intera
tions(�ele
tromagn�etiques, faibles et fortes) qui n'ont de \
onstantes" que le nom. Elles d�ependent enr�ealit�e du niveau d'�energie � auquel les exp�erien
es sont r�ealis�ees et sont des fon
tions g(�), desorte que les physi
iens des hautes �energies �etendent impli
itement le \
orps des 
onstantes" ave
lequel ils travaillent, passant du 
orps C des s
alaires �a un 
orps de fon
tions g(�). Le grouped'automorphismes de 
e 
orps engendr�e par ��=�� est le groupe d'ambigu��t�e de la th�eorie physique.2 Renormalisation, position du probl�emeLa motivation physique de la renormalisation est tr�es 
laire et remonte aux travaux de Greenau dix-neuvi�eme si�e
le sur l'hydrodynamique. Pour prendre un exemple simple � si l'on 
al
ulel'a

�el�eration initiale d'une balle de ping-pong plong�ee �a quelques m�etr�es sous l'eau, l'on obtienten appliquant la loi de Newton F = ma et la pouss�ee d'Ar
him�ede F = (M �m)g, o�u m est lamasse inerte, etM la masse d'eau o

up�ee, une a

�el�eration initiale de l'ordre de 11g ! y En r�ealit�e,si l'on r�ealise l'exp�erien
e, l'a

�el�eration est de l'ordre de 2g. En fait la pr�esen
e du 
uide autourde la balle oblige �a 
orriger la valeur m de la masse inerte dans la loi de Newton et �a la rempla
erpar une \masse e�e
tive" qui en l'o

urren
e vaut m+ 12 M . Dans 
et exemple, l'on peut bien surd�eterminer la masse m en pesant la balle de ping-pong hors de l'eau, mais il n'en va pas de mêmepour un ele
tron dans le 
hamp ele
tromagn�etique, dont il est impossible de l'extraire. De plus le
al
ul montre que, pour une parti
ule pon
tuelle 
omme le demande la relativit�e, la 
orre
tion quivalait 12 M 
i-dessus est in�nie.Vers 1947 les physi
iens ont r�eussi �a utiliser la distin
tion entre les deux masses qui apparaissent 
i-dessus et plus g�en�eralement le 
on
ept de quantit�e physique \e�e
tive" pour �eliminer les quantit�esin�nies qui apparaissent en th�eorie des 
hamps quantiques (voir [16℄ pour un aper�
u historique).Une th�eorie des 
hamps en d dimensions est donn�ee par une fon
tionnelle d'a
tion 
lassiqueS (A) = Z L (A) ddx (1)o�u A d�esigne un 
hamp 
lassique et le Lagrangien est de la forme,L (A) = (�A)2=2� m22 A2 + Lint(A) (2)o�u Lint(A) est un polynome en A.On peut d�e
rire la th�eorie par les fon
tions de Green,GN (x1; : : : ; xN ) = h 0 jT �(x1) : : : �(xN )j 0 i (3)o�u le symbole T signi�e que les 
hamps quantiques �(xj)'s sont �e
rits �a temps 
roissant de droite�a gau
he.�voir le 
ours de th�eorie des 
hamps de Sidney ColemanyLa balle p�ese m = 2; 7 grammes et a un diam�etre de 4 
m de sorte que M = 33; 5 grammes
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on�guration 
lassique A est donn�ee par,ei S(A)~ (4)et si l'on pouvait ignorer les probl�emes de renormalisation, l'on pourrait 
al
uler les fon
tions deGreen grâ
e �a la formuleGN (x1; : : : ; xN ) = N Z ei S(A)~ A(x1) : : : A(xN ) [dA℄ (5)o�u N est un fa
teur de normalisation requis par,h 0 j 0 i = 1 : (6)L'on pourrait alors 
al
uler l'int�egrale fon
tionnelle (5) en th�eorie des perturbations, en traitant leterme Lint de (2) 
omme une perturbation, le Lagrangien libre �etant,L0(A) = (�A)2=2� m22 A2 ; (7)de sorte que, S(A) = S0(A) + Sint(A) (8)o�u l'a
tion libre S0 d�e�nit une mesure Gaussienne exp (i S0(A)) [dA℄ = d�.On obtient alors le d�eveloppement perturbatif des fon
tions de Green sous la forme,GN (x1; : : : ; xN ) =  1Xn=0 in=n! Z A(x1) : : : A(xN ) (Sint(A))n d�! 1Xn=0 in=n! Z Sint(A)n d�!�1 : (9)Les termes de 
e d�eveloppement s'obtiennent en int�egrant par partie sous la Gaussienne. Celaengendre un grand nombre de termes U(�), o�u les param�etr�es � sont les graphes de Feynman �,i.e. des graphes dont les sommets 
orrespondent aux termes du Lagrangien de la th�eorie. En r�egleg�en�erale les valeurs des termes U(�) sont donn�ees par des int�egrales divergentes. Les divergen
esles plus importantes sont 
aus�ees par la pr�esen
e dans le domaine d'int�egration de moments detaille arbitrairement grande. La te
hnique de renormalisation 
onsiste d'abord �a \r�egulariser" 
esint�egrales divergentes par exemple en introduisant un param�etre de \
uto�" � et en se restreignant�a la portion 
orrespondante du domaine d'int�egration. Les int�egrales sont alors �nies, mais 
onti-nuent bien entendu �a diverger quand �!1. On �etablit ensuite une d�ependan
e entre les termesdu Lagrangien et � pour que les 
hoses s'arrangent et que les r�esultats ayant un sens physiquedeviennent �nis ! Dans le 
as parti
ulier des th�eories asymptotiquement libres, la forme expli
itede la d�ependan
e entre les 
onstantes nues et le param�etre de r�egularisation � a permis dans des
as tr�es importants ([19℄,[17℄) de mener �a bien le programme de la th�eorie 
onstru
tive des 
hamps([20℄).D�e
rivons maintenant en d�etail la te
hnique de renormalisation perturbative. Pour faire les 
hosessyst�ematiquement, on rajoute un \
ontreterme" C(�) au Lagrangien de d�epart L, 
haque fois quel'on ren
ontre un diagramme divergent �, dans le but d'annuler la divergen
e 
orrespondante.Pour les th�eories \renormalisables", les 
ontre-termes dont on a besoin sont tous d�eja des termesdu Lagrangien L et 
es 
ontorsions peuvent s'interpreter �a partir de l'inobservabilit�e des quantit�esnum�eriques qui apparaissent dans L, par opposition aux quantit�es physiques qui, elles, doiventrester �nies.La prin
ipale 
ompli
ation dans 
ette pro
�edure vient de l'existen
e de nombreux graphes � pourlesquels les divergen
es de U(�) ne sont pas lo
ales. La raison �etant que 
es graphes poss�edentd�eja des sous-graphes dont les divergen
es doivent être prises en 
ompte avant d'aller plus loin.
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ar�eLa m�ethode 
ombinatoire pr�e
ise, due �a Bogoliubov-Parasiuk-Hepp et Zimmermann ([2℄) 
onsisted'abord �a \pr�eparer" le graphe � en rempla�
ant U(�) par l'expression formelle,R(�) = U(�) +X
��C(
)U(�=
) (10)o�u 
 varie parmis tous les sous-graphes divergents. On montre alors que le 
al
ul des divergen
esdu graphe \pr�epar�e" ne donne que des expressions lo
ales, qui pour les th�eories renormalisables setrouvent d�eja dans le Lagrangien L.3 L'alg�ebre de Hopf des graphes de FeynmanDirk Kreimer a eu l'id�ee remarquable en 97 ([23℄) d'utiliser la formule (10) pour d�e�nir le 
oproduitd'une alg�ebre de Hopf.En tant qu'alg�ebre H est l'alg�ebre 
ommutative libre engendr�ee par les graphes \une parti
uleirr�edu
tibles" (1PI)zElle admet ainsi une base index�ee par les graphes � unions disjointes de graphes 1PI.� = n[j=1�j : (11)Le produit dans H est donn�e par l'union disjointe,� � �0 = � [ �0 : (12)Pour d�e�nir le 
oproduit, � : H ! H
H (13)il suÆt de le donner sur les graphes 1PI, on a�� = �
 1 + 1
 � +X
�� 
(i) 
 �=
(i) (14)I
i 
 est un sous-ensemble (non vide et de 
ompl�ementaire non-vide) 
 � �(1) de l'ensemble �(1)des fa
es internes de � dont les 
omposantes 
onnexes 
0 v�eri�ent des 
onditions d'admissibilit�ed�etaill�ees dans la r�ef�eren
e [12℄.Le 
oproduit � de�ni par (14) sur les graphes 1PI se prolonge de mani�ere unique en un homomor-phisme de H dans H
H. On a alors ([23℄,[12℄)Th�eor�eme Le 
ouple (H;�) est une alg�ebre de Hopf.4 L'alg�ebre de Lie des graphes, le groupe G et sa stru
ture.J'avais �a la m�eme �epoque, dans les 
al
uls de G�eom�etrie Non
ommutative de l'indi
e transversepour les feuilletages, montr�e, ave
 Henri Mos
ovi
i, ([15℄) que la 
ompl�exit�e extrême de 
es 
al
uls
onduisait �a introduire une alg�ebre de Hopf H
m, qui n'est ni 
ommutative ni 
o
ommutative maisest intimement reli�ee au groupe des di��eomorphismes, dont l'alg�ebre de Lie apparait en appliquantle th�eor�eme de Milnor-Moore �a une sous-alg�ebre 
ommutative.Apr�es l'expos�e de Dirk �a l'IHES en f�evrier 98, nous avons tous les deux �et�e intrigu�es par la similarit�eapparente entre 
es deux alg�ebres de Hopf et notre 
ollaboration a 
ommen
�e par l'appli
ation duth�eor�eme de Milnor-Moore �a l'alg�ebre de Hopf H. Le th�eor�eme de Milnor-Moore montre qu'elle estduale de l'alg�ebre enveloppante d'une alg�ebre de Lie gradu�ee G dont une base est donn�ee par leszUn graphe de Feynman � est \une parti
ule irredu
tible" (1PI) si il est 
onnexe et le reste apres avoir enlev�en'importe laquelle de ses fa
es
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ule irredu
tibles. Le 
ro
het de Lie de deux graphes est obtenu par insertion d'ungraphe dans l'autre. Le groupe de Lie 
orrespondant G est le groupe des 
ara
t�eres de H.Nous avons ensuite analys�e le groupe G et montr�e qu'il est produit semi-dire
t d'un groupe ab�elienpar un groupe tr�es reli�e au groupe des di��eomorphismes des 
onstantes de 
ouplage sans dimensionde la th�eorie des 
hamps (voir se
tion VII).L'alg�ebre de HopfH admet plusieurs graduations naturelles. Il suÆt de donner le degr�e des graphes1PI puis de poser en g�en�eral,deg (�1 : : :�e) =Xdeg (�j) ; deg (1) = 0 (15)On doit v�eri�er que, deg (
) + deg (�=
) = deg (�) (16)pour tout sous-graphe admissible 
.Les deux graduations les plus naturelles sontI (�) = nombre de fa
es internes � (17)et v (�) = V (�)� 1 = nombre de sommets �� 1 : (18)On a aussi la 
ombinaison importanteL = I � v = I � V + 1 (19)qui est le nombre de bou
les du graphe.Soit G un graphe 1PI ave
 n fa
es externes index�ees par i 2 f1; : : : ; ng, on sp�e
i�e sa stru
tureexterne en donnant une distribution � de�nie sur un espa
e 
onvenable de fon
tions test S surn(pi)i=1;:::;n ; X pi = 0o = EG : (20)Ainsi � est une forme lin�eaire 
ontinue, � : S (E)! C : (21)A un graphe � de stru
ture externe � 
orrespond un �el�ement de H et on aÆ(�;�1�1+�2�2) = �1 Æ(�;�1) + �2 Æ(�;�2) : (22)Nous appliquons alors le th�eor�eme de Milnor-Moore �a l'alg�ebre de Hopf bigradu�ee H.Ce th�eor�eme donne une stru
ture d'alg�ebre de lie sur,M� S (E�) = L (23)o�u pour 
haque graphe 1PI �, on d�e�nit S (E�) 
omme dans (20). Soit X 2 L et soit ZX la formelin�eaire sur H donn�ee, sur les monomes �, parh�; ZXi = 0 (24)sauf si � est 
onnexe et 1PI, et dans 
e 
as par,h�; ZXi = h��; X�i (25)o�u �� est la distribution qui donne la stru
ture externe de � et X� la 
omposante 
orrespondantede X . Par 
onstru
tion ZX est un 
ara
t�ere in�nit�esimal de H ainsi que les 
ommutateurs,[ZX1 ; ZX2 ℄ = ZX1 ZX2 � ZX2 ZX1 : (26)
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ar�eLe produit �etant obtenu par transposition du 
oproduit de H, i.e. parhZ1 Z2;�i = hZ1 
 Z2;��i : (27)Soient �j , j = 1; 2 des graphes 1PI et 'j 2 S (E�j ) les fon
tions test 
orrespondantes.Pour i 2 f0; 1g, soit ni (�1;�2; �) le nombre de sous-graphes de � isomorphes �a �1 et tels que�=�1(i) ' �2 : (28)Soit (�; ') l'�el�ement de L asso
i�e �a ' 2 S (E�), le 
ro
het de Lie de (�1; '1) et (�2; '2) est donn�epar, X�;i �i ('1) ni (�1;�2; �) (�; '2)� �i ('2) ni (�2;�1; �) (�; '1) : (29)Th�eor�eme ([12℄) L'alg�ebre de Lie L est produit semi-dire
t d'une alg�ebre de Lie Abelienne L0 parL
 o�u L
 admet une base 
anonique ind�ex�ee par les graphes �(i) ave
[�;�0℄ =Xv � Æv �0 �Xv0 �0 Æv0 �o�u � Æv �0 est obtenu en gre�ant �0 sur � en v.5 Renormalisation et probl�eme de Riemann-HilbertLe probl�eme de Riemann-Hilbert vient du 21eme probl�eme de Hilbert qu'il formulait ainsi ;\Montrer qu'il existe toujours une �equation di��erentielle Fu
hsienne lin�eaire de singularit�eset monodromies donn�ees."Sous 
ette forme il admet une r�eponse positive due �a Plemelj et Birkho� (
f. [1℄ pour un expos�ed�etaill�e). Quand on le reformule pour les syst�emes lin�eaires de la forme,y0(z) = A(z) y(z) ; A(z) = X�2S A�z � � ; (30)o�u S est l'ensemble �ni donn�e des singularit�es,1 62 S, et les A� sont des matri
es 
omplexes tellesque X A� = 0 (31)pour �eviter les singularit�es �a 1, la r�eponse n'est pas toujours positive [3℄, mais la solution existequand les matri
es de monodromie M� sont suÆsamment pro
hes de 1. On peut alors l'�e
rireexpli
itement sous la forme d'une s�erie de polylogarithmes [24℄.Une autre formulation du probl�eme de Riemann-Hilbert, intimement reli�ee �a la 
lassi�
ation des�br�es ve
toriels holomorphes sur la sph�ere de Riemann P1(C ), est en termes de la d�e
ompositionde Birkho� 
 (z) = 
�(z)�1 
+(z) z 2 C (32)o�u C � P1(C ) d�esigne une 
ourbe simple, C� la 
omposante 
onnexe du 
ompl�ement de C 
onte-nant 1 62 C et C+ la 
omposante born�ee.Les trois la
ets 
 et 
� sont �a valeurs dans GLn(C ),
 (z) 2 G = GLn(C ) 8 z 2 C (33)et 
� sont les valeurs au bord d'appli
ations holomorphes
� : C� ! GLn(C ) : (34)La 
ondition 
�(1) = 1 assure l'uni
it�e de la d�e
omposition (32) si elle existe.
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C+

C−

D

∞

CFigure 1L'existen
e de la d�e
omposition de Birkho� (32) est �equivalente �a l'annulation,
1 (Lj) = 0 (35)des nombres de Chern nj = 
1 (Lj) des �br�es en droites holomorphes de la d�e
omposition deBirkho�-Grothendie
k, E = �Lj (36)o�u E est le �br�e ve
toriel holomorphe sur P1(C ) asso
i�e �a 
, i.e. d'espa
e total :(C+ � C n ) [
 (C� � C n ) : (37)La dis
ussion 
i-dessus pour G = GLn(C ) s'�etend aux groupes de Lie 
omplexes arbitraires.Quand G est un groupe de Lie 
omplexe nilpotent et simplement 
onnexe l'existen
e (et l'uni
it�e)de la d�e
omposition de Birkho� (32) est vraie pour tout 
. Quand le la
et 
 : C ! G se prolongeen un la
et holomorphe : C+ ! G, la d�e
omposition de Birkho� est donn�ee par 
+ = 
, 
� = 1.En g�en�eral, pour z 2 C+ l'�evaluation, 
 ! 
+(z) 2 G (38)donne un prin
ipe naturel pour extraire une valeur �nie �a partir de l'expression singuli�ere 
(z).Cette extra
tion de partie �nie est une division par la partie polaire pour un la
et m�eromorphe 
en prenant pour C un 
er
le in�nit�esimal 
entr�e en z0.Soit G un groupe de Lie 
omplexe pro-nilpotent, H son alg�ebre de Hopf de 
oordonn�ees (gradu�ee).Rappelons la tradu
tion entre langages alg�ebriques et g�eom�etriques, en d�esignant par R l'anneaudes fon
tions m�eromorphes, R� le sous anneau des polynomes en (z � z0)�1 et R+ 
elui desfon
tions r�eguli�eres en z0,Homomorphismes de H ! R j La
ets de C �a valeurs dans Gj�(H) � R� j 
 se prolonge en une appli
ation holomorphe de Cnfz0 g ! Gj ave
 
(1) = 1.j�(H) � R+ j 
 se prolonge en une appli
ation holomorphe d�e�nie en z = z0.j� = �1 ? �2 j 
(z) = 
1(z)
2(z); 8 z 2 C:j� Æ S j z ! 
(z)�1: (5.1)
Pour X 2 H notons le 
oproduit sous la forme�(X) = X 
 1 + 1
X +XX 0 
X 00La d�e
omposition de Birkho� d'un la
et s'obtient de mani�ere r�e
ursive grâ
e au th�eor�eme suivant,
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ar�eTh�eor�eme ([12℄) Soit � : H ! R, un homomorphisme d'alg�ebres. La d�e
omposition de Birkho� dula
et 
orrespondant est donn�ee de mani�ere r�e
ursive par les �egalit�es,��(X) = �T ��(X) +X��(X 0)�(X 00)��+(X) = �(X) + ��(X) +X��(X 0)�(X 00):I
i T d�esigne la proje
tion sur R� parall�element �a R+.La 
lef de notre travail ave
 Dirk Kreimer r�eside dans l'identit�e entre 
es formules et 
elles quigouvernent la 
ombinatoire des 
al
uls de graphes. Nous avons d�eja vu la formule qui d�e�nit lapr�eparation d'un graphe, R(�) = U(�) +X
��C(
)U(�=
) (39)Celle qui donne le 
ontreterme C(�) est alors,C(�) = �T (R(�)) = �T 0�U(�) +X
��C(
)U(�=
)1A (40)et 
elle qui donne la valeur renormalis�ee du graphe est,R(�) = R(�) + C(�) = U(�) + C(�) +X
��C(
)U(�=
) (41)Il est alors 
lair en posant � = U , �� = C, �+ = R que 
es �equations sont identiques �a 
elles duth�eor�eme donnant la 
onstru
tion r�e
ursive de la d�e
omposition de Birkho�.D�e
rivons plus en d�etails 
e r�esultat. Etant donn�ee une th�eorie renormalisable en dimension D lath�eorie nonrenormalis�ee donne en utilisant la r�egularisation dimensionnelle un la
et 
 d'�el�ementsdu groupe G asso
i�e �a la th�eorie dans la se
tion IV. Le param�etre z du la
et 
 (z) est une variable
omplexe et 
 (z) est m�eromorphe dans un voisinage deD. Notre r�esultat prin
ipal est que la th�eorierenormalis�ee est donn�ee par l'�evaluation �a z = D de la partie nonsinguli�ere 
+ de la d�e
ompositionde Birkho� , 
 (z) = 
� (z)�1 
+ (z) (42)de 
.Les r�egles de Feynman et la r�egularisation dimensionnelle asso
ient un nombre,U� (p1; : : : ; pN ) = Z dd k1 : : : dd kL I� (p1; : : : ; pN ; k1; : : : ; kL) (43)�a 
haque graphe �. Nous les utilisons en m�etrique Eu
lidienne pour �eviter les fa
teurs imaginaires.Pour respe
ter les dimensions physiques des quantit�es impliqu�ees quand on �e
rit 
es r�egles endimension d, il faut introduire une unit�e de masse � et rempla
er partout la 
onstante de 
ouplagepar �3�d=2 g. On normalise ainsi les 
al
uls par,U (�) = g(2�N) ��B h�; U�i (44)o�u B = B (d) est la dimension de h�; U�i.On �etend la d�e�nition (44) aux r�eunions disjointes de graphes 1PI �j par,U (� = [�j) = �U (�j) : (45)Le r�esultat prin
ipal est alors le suivant :
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ation m�eromorphe 
(z) 2 G, z 2 C , z 6= D dont les�-
oordonn�ees sont donn�ees par U (�)d=z.b) La valeur renormalis�ee d'une observable physique O est obtenue en rempla�
ant 
 (D) dans led�eveloppement perturbatif de O par 
+ (D) o�u
 (z) = 
� (z)�1 
+ (z)est la d�e
omposition de Birkho� du la
et 
 (z) relativement �a un 
er
le in�nit�esimal autour de D.6 Le groupe de renormalisationMontrons 
omment le groupe de renormalisation apparait tr�es simplement de notre point de vue.Comme nous l'avons vu 
i-dessus, la r�egularisation dimensionnelle implique le 
hoix arbitraired'une unit�e de masse � et l'on 
onstate d'abord que la partie singuli�ere de la d�e
omposition deRiemann-Hilbert de 
 est en fait ind�ependante de 
e 
hoix. Il en r�esulte une 
ontrainte tr�es fortesur 
ette partie singuli�ere et le groupe de renormalisation s'en d�eduit imm�ediatement. Nous end�eduisons �egalement une formule expli
ite pour l'a
tion nue. On montre d'abord, en se limitant �ala th�eorie '36 pour simpli�er les notations, que bien que le la
et 
(d) d�epende du 
hoix de l'unit�ede masse �, �! 
�(d) ; (46)la partie singuli�ere 
�� de sa d�e
omposition de Birkho�,
�(d) = 
��(d)�1 
�+(d) (47)est en fait ind�ependante de �, ��� 
��(d) = 0 : (48)Cet �enon
�e d�e
oule imm�ediatement de l'analyse dimensionnelle.De plus, par 
onstru
tion le groupe de Lie G est muni d'un groupe �a un param�etre d'automor-phismes, �t 2 AutG ; t 2 R ; (49)asso
i�e �a la graduation de l'alg�ebre de Hopf H donn�ee par le nombre de bou
les,L(�) = nombre de bou
les � (50)pour tout graphe 1PI �.On a l'�egalit�e 
et�(d) = �t"(
�(d)) 8 t 2 R ; " = D � d (51)Il en r�esulte que les la
ets 
� asso
i�es �a la th�eorie nonrenormalis�ee satisfont la propri�et�e suivante :la partie singuli�ere de leur d�e
omposition de Birkho� est in
hang�ee par l'op�eration,
(")! �t"(
(")) ; (52)En d'autres termes, si l'on rempla
e 
(") par �t"(
(")) l'on ne modi�e pas la partie singuli�ere desa d�e
omposition de Birkho�. On a pos�e" = D � d 2 C nf0g : (53)Nous donnons une 
ara
t�erisation 
ompl�ete des la
ets 
(") 2 G v�eri�ant 
ette propriet�e. Cette
ara
t�erisation n'implique que la partie singuli�ere 
�(") qui v�eri�e par hypoth�ese,
�(") �t"(
�(")�1) est 
onvergent pour "! 0 : (54)Il est fa
ile de voir que la limite de (54) pour "! 0 d�e�nit un sous-groupe �a un param�etre,Ft 2 G ; t 2 R (55)
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ar�eet que le g�en�erateur � = � ��t Ft�t=0 de 
e sous-groupe est reli�e au r�esidu de 
Res"=0 
 = �� ��u 
�� 1u��u=0 (56)par l'�equation, � = Y Res 
 ; (57)o�u Y = � ��t �t�t=0 est la graduation.Ce
i est imm�ediat mais notre r�esultat ([13℄) donne la formule expli
ite (59) qui exprime 
�(") enfon
tion de �. Introduisons le produit semi-dire
t de l'alg�ebre de Lie G (des �el�ements primitifs deH�) par la graduation. On a don
 un �el�ement Z0 tel que[Z0; X ℄ = Y (X) 8X 2 Lie G : (58)La formule pour 
�(") est alors 
�(") = limt!1 e�t( �"+Z0) etZ0 : (59)Les deux fa
teurs du terme de droite appartiennent au produit semi-dire
t du groupe G par sagraduation, mais leur rapport (59) appartient au groupe G.Cette formule montre que toute la stru
ture des divergen
es est uniquement d�etermin�ee par ler�esidu et donne une forme forte des relations de t'Hooft [21℄.7 Le groupe G et les di��eomorphismesBien entendu, on pourrait fa
ilement obje
ter aux d�eveloppements pr�e
�edents en arguant que lemyst�ere de la renormalisation n'est pas 
ompletement �e
lair
i 
ar le groupe G 
onstruit �a partir desgraphes de Feynman apparait �egalement mysterieux. Cette 
ritique est 
ompletement lev�ee par lamerveilleuse relation, bas�ee sur la physique entre les alg�ebres de Hopf H des graphes de Feynmanet 
elle, H
m des di��eomorphismes.Nous montrons, dans le 
as de masse nulle, que la formule qui donne la 
onstante de 
ouplagee�e
tive, g0 = 0BB�g + X g2`+1 �S(�)1CCA0B�1� X g2` �S(�)1CA�3=2 (60)
onsid�er�ee 
omme une s�erie formelle dans la variable g d'�el�ements de l'alg�ebre de Hopf H, d�e�niten fait un homomorphisme d'alg�ebres de Hopf de l'alg�ebre de Hopf H
m des 
oordonn�ees sur legroupe des di��eomorphismes formels de C tels que,'(0) = 0 ; '0(0) = id (61)vers l'alg�ebre de Hopf H de la th�eorie de masse nulle.Il en r�esulte en transposant, une a
tion formelle du groupe G sur la 
onstante de 
ouplage. Nousmontrons en parti
ulier que l'image par � de � = Y Res 
 est la fon
tion � de la 
onstante de
ouplage g.Nous obtenons ainsi un 
orollaire du th�eor�eme prin
ipal qui se formule sans faire intervenir ni legroupe G ni l'alg�ebre de Hopf H.Th�eor�eme [13℄ Consid�erons la 
onstante de 
ouplage e�e
tive nonrenormalis�ee ge�(") 
omme unes�erie formelle en g et soit ge�(") = ge�+(") (ge��("))�1 sa d�e
omposition de Birkho� (oppos�ee)dans le groupe des di��eomorphismes formels. Alors le la
et ge��(") est la 
onstante de 
ouplagenue et ge�+(0) la 
onstante de 
ouplage renormalis�ee.Comme la d�e
omposition de Birkho� d'un la
et �a valeurs dans le groupe des di��eomorphismes (for-mels) est �evidemment reli�ee �a la 
lassi�
ation des �br�es (non-ve
toriels) holomorphes, 
e r�esultat



Vol. 2, 2002 Sym�etries Galoisiennes et Renormalisation 85sugg�ere qu'un tel �br�e ayant pour base un voisinage de la dimension d de l'espa
e temps etpour �bre les valeurs (
ompl�exi��ees) des 
onstantes de 
ouplage devrait donner une interpr�etationg�eom�etrique de l'op�eration de renormalisation. Il faut tout de même noter que la d�e
ompositionde Birkho� a lieu i
i relativement �a un 
er
le in�nit�esimal autour de d et qu'il s'agit de di��eomor-phismes formels.Les r�esultats 
i-dessus montrent qu'au niveau des d�eveloppements perturbatifs le pro
�ed�e de renor-malisation admet une interpr�etation g�eom�etrique simple grâ
e au groupe G et �a la d�e
ompositionde Riemann-Hilbert. Le probl�eme essentiel 
onsiste �a passer du d�eveloppement perturbatif �a lath�eorie non-perturbative, 
e qui revient en termes de di��eomorphismes �a passer du developpementde Taylor �a la formule globale.8 Le groupe de renormalisation et la th�eorie de Galois aux pla
es ar
him�ediennesLe probl�eme de Riemann-Hilbert joue un rôle 
lef dans la th�eorie de Galois di��erentielle, il estdon
 naturel d'interpr�eter en termes Galoisiens l'ambigu��t�e que le groupe de renormalisation intro-duit dans les th�eories physiques. Cette se
tion 
ontient l'esquisse d'une telle interpr�etation. Nousmontrerons en parti
ulier le rôle que le groupe de renormalisation devrait jouer pour 
omprendrela 
omposante 
onnexe du groupe des 
lasse d'id�eles de la th�eorie du 
orps de 
lasse 
omme ungroupe de Galois.Commen�
ons par une introdu
tion tr�es �el�ementaire �a la th�eorie de Galois pour les �equationsalg�ebriques.Si la te
hnique de r�esolution des �equations du se
ond degr�e remonte �a la plus haute Antiquit�e(Babyloniens, Egyptiens...), elle n'a pu être �etendue au troisi�eme degr�e que bien plus tard, et nesera publi�ee par Girolamo (J�erôme) Cardano qu'en 1545 dans les 
hapitres 11 �a 23 de son livre Arsmagna sive de regulis algebrai
is. Bien que 
ela n'ait pas �et�e re
onnu avant le dix-huiti�eme si�e
le, la
lef de la r�esolution par radi
aux de l'�equation g�en�erale du troisi�eme degr�e, x3+nx2+ px+ q = 0,de ra
ines a, b, 
, est l'existen
e d'une fon
tion rationnelle �(a; b; 
) de a, b, 
, qui ne prend quedeux d�eterminations di��erentes sous l'a
tion des six permutations de a, b, 
.La m�ethode de Cardan revient �a poser � = �(1=3)(a+ bj + 
j2)�3 o�u le nombre j est la premi�erera
ine 
ubique de l'unit�e. La permutation 
ir
ulaire transformant a en b, b en 
 et 
 en a laissemanifestement � in
hang�ee et la seule autre d�etermination de la fon
tion � sous l'a
tion dessix permutations de a, b, 
, est obtenue en transposant b et 
 par exemple, 
e qui donne � =�(1=3)(a+ 
j + bj2)�3.Comme l'ensemble de 
es deux nombres � et � est invariant par toutes les permutations de a, b,
, le polynôme du se
ond degr�e dont � et � sont ra
ines se 
al
ule rationnellement en fon
tion des
oeÆ
ients de l'�equation initiale x3+nx2+px+q = 0 : 
'est X2+2qX�p3 = (X+q+s)(X+q�s)o�u s est l'une des ra
ines 
arr�ees de p3 + q2 et o�u l'on a r�e�e
rit l'�equation initiale sous la forme�equivalente x3+3px+2q = 0 d�ebarrass�ee du terme du deuxi�eme degr�e en e�e
tuant une translation
onvenable des ra
ines et o�u l'on a introduit les 
oeÆ
ients 2 et 3 pour simpli�er les formules.Un 
al
ul simple montre alors que 
ha
une des ra
ines a, b et 
, de l'�equation initiale s'exprime
omme somme de l'une des trois ra
ines 
ubiques de � et de l'une des trois ra
ines 
ubiques de �,
es deux 
hoix �etant li�es par le fait que leur produit doit être imp�erativement �egal �a �p (il n'y adon
 que trois 
ouples de 
hoix de 
es ra
ines �a prendre en 
ompte, 
e qui est rassurant, �a la pla
edes neuf possibilit�es que l'on aurait pu envisager a priori).C'est �a l'o

asion de 
es formules que l'utilisation des nombres 
omplexes s'est impos�ee. En e�et,même dans le 
as o�u les trois ra
ines sont r�eelles, il se peut que p3 + q2 soit n�egatif et que � et �soient n�e
essairement des nombres 
omplexes.Si la r�esolution des �equations du troisi�eme degr�e que nous venons d'exposer a �et�e tr�es longue �a êtremise au point (sans doute pour au moins l'un de ses 
as parti
uliers entre 1500 et 1515 par S
ipionedel Ferro), 
elle du quatri�eme degr�e a �et�e plus preste �a la suivre puisqu'elle �gure �egalement dansl'Ars magna (
hapitre 39) o�u Cardano l'attribue �a son se
r�etaire Ludovi
o Ferrari qui l'aurait miseau point entre 1540 et 1545 (Ren�e Des
artes en publiera une autre en 1637).I
i en
ore, l'on peut partir d'un polynôme d�ebarrass�e d'un 
oeÆ
ient, annul�e par translation, disonsX4 + pX2 + qX + r = (X � a)(X � b)(X � 
)(X � d).



86 A. Connes S�eminaire Poin
ar�eLa fon
tion rationnelle �(a; b; 
; d) la plus simplex, ne prenant que trois d�eterminations di��erentessous l'a
tion des vingt-quatre permutations de a, b, 
 et d, est � = ab + 
d. Les deux autresd�eterminations sont � = a
+ bd, 
 = ad+ b
. Ce sont don
 les ra
ines d'une �equation du troisi�emedegr�e dont les 
oeÆ
ients s'expriment rationnellement en fon
tion de p, q et r. Un 
al
ul simplemontre que le polynôme (X � �)(X � �)(X � 
) est �egal �a X3 � pX2 � 4rX + (4pr� q2). Il peutdon
 être d�e
ompos�e 
omme on l'a vu plus haut pour en d�eduire �, � et 
 ; en fait, il suÆt mêmede 
al
uler l'une seulement de 
es ra
ines, disons �, pour pouvoir en d�eduire a, b, 
 et d (nous
onnaissons alors en e�et la somme � et le produit r des deux nombres ab et 
d, don
 
es deuxnombres eux-mêmes par une �equation du se
ond degr�e, et il ne reste plus qu'�a exploiter les �egalit�es(a + b) + (
 + d) = 0 et ab(
 + d) + 
d(a + b) = �q pour pouvoir en d�eduire a + b et 
 + d, don
en�n a, b, 
 et d par une autre �equation du se
ond degr�e).C'est �a Joseph Louis Lagrange en 1770 et 1771 (publi
ation en 1772, mais aussi, dans une moindremesure, �a Alexandre Vandermonde dans un m�emoire publi�e en 1774 mais �egalement r�edig�e vers1770, ainsi qu'�a Edward Waring dans ses Meditationes algebri
� de 1770 et �a Fran
es
o Malfatti)que l'on doit la mise en lumi�ere du rôle fondamental des permutations sur les ra
ines a, b, 
...et sur les quantit�es auxiliaires �, �..., d'ailleurs aujourd'hui justement appel�ees \r�esolvantes deLagrange".Ces r�esolvantes ne sont pas uniques, et par exemple le 
hoix � = (a+ b� 
� d)2 
orrespond �a lasolution de Des
artes, mais elles fournissent la 
lef de toute les r�esolutions g�en�erales par radi
aux.Il y en a une qui est parti
uli�erement belle 
ar elle est 
ovariante pour le groupe aÆne, 
'est �a direv�eri�e l'�egalit�e, �(� a + z; � b+ z; � 
+ z; � d+ z) = ��(a; b; 
; d) + zet admet don
 une interpr�etation g�eom�etrique. Elle est donn�ee alg�ebriquement par� = ad� b
a+ d� b� 
et 
orrespond g�eom�etriquement (�gure 2) au point d'interse
tion des 
er
les 
ir
ons
rits aux tri-angles ABJ et JCD o�u J d�esigne le point d'interse
tion des droites AC et BD.
αa

b

c

d

Figure 2. Le point � est fon
tion m�eromorphe et s�epar�ement homographique des quatre points A, B, C, D.J'ai ren
ontr�e r�e
emment 
ette r�esolvante �a propos du probl�eme{ de l'�etoile �a 
inq bran
hes (�gure3), dont elle permet une r�esolution alg�ebrique que je laisse �a la saga
it�e du le
teur.xVoir [6℄ pour l'ubiquit�e de la sym�etrie en question, et son rôle dans l'organisation des tournois de football{pos�e par le pr�esident Chinois Jiang Zemin �a la d�el�egation de math�emati
iens venue �a sa ren
ontre en l'an2000.
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A

B

C

D

E

α

β

γ

δ

ε

Figure 3. On donne 
inq points arbitraires A,B,C,D,E. Montrer que les points d'interse
tion �; �; 
; Æ; � des 
er
les
ir
ons
rits aux triangles externes 
ons�e
utifs de l'�etoile sont situ�es sur un même 
er
le.L'�etape suivante dans la th�eorie des �equations alg�ebriques est �evidemment 
elle du 
inqui�eme degr�e.Des
artes a 
ertainement essay�e et ave
 lui bien des 
her
heurs. Elle a toujours oppos�e des obsta
lesinfran
hissables, et nous savons depuis Abel et Galois, aux alentours de 1830, pourquoi 
ette quête�etait vaine.Des
artes par exemple, persuad�e qu'il n'existait pas de formule analogue �a 
elle de Cardano, avaitpropos�e en 1637, dans La G�eom�etrie, une m�ethode graphique de r�esolution grâ
e �a l'interse
tionde 
er
les et de 
ubiques qu'il avait invent�ees pour l'o

asion. Entre 1799 et 1813 (date de l'�editionde ses Ri
essioni intorno alla solutione delle equazioni algebrai
he generali), Paolo RuÆni a publi�ediverses tentatives de d�emonstrations, de plus en plus aÆn�ees, visant �a �etablir l'impossiblit�e der�esoudre l'�equation g�en�erale du 
inqui�eme degr�e par radi
aux. �A toute fon
tion rationnelle desra
ines, il a eu l'id�ee juste d'asso
ier le groupe des permutations de 
es ra
ines qui la laissentinvariante, mais a 
ru �a tort (d'apr�es un rapport de Ludwig Sylow) que les radi
aux intervenantdans la r�esolution de l'�equation, 
omme les ra
ines 
ubiques de � pour le degr�e trois, �etaientn�e
essairement des fon
tions rationnelles des ra
ines.Il faudra attendre 1824 pour que Niels Abel justi�e l'intuition de RuÆni dans son M�emoire sur les�equations alg�ebriques et - apr�es avoir 
ru trouver au 
ontraire une m�ethode de r�esolution g�en�erale- prouve l'impossiblit�e de r�esoudre l'�equation g�en�erale du 
inqui�eme degr�e par radi
aux, en 1826dans le M�emoire sur une 
lasse parti
uli�ere d'�equations r�esolubles alg�ebriquement, o�u il amor
eune th�eorie g�en�erale qui ne s'�epanouira que dans les �e
rits de Galois, vers 1830. Les travaux deGalois inaugurent une �ere nouvelle des math�ematiques, o�u les 
al
uls font pla
e �a la r�e
exion surleur potentialit�e, et les 
on
epts, tels 
elui de groupe abstrait ou d'extension alg�ebrique, o

upentle devant de la s
�ene.L'id�ee lumineuse de Galois 
onsiste d'abord �a asso
ier �a une �equation arbitraire un groupe depermutations qu'il d�e�nit de la mani�ere suivante, [18℄Soit une �equation donn�ee, dont a, b, 
,... sont les m ra
ines. Il y aura toujours un groupe depermutations des lettres a, b, 
,...qui jouira de la propri�et�e suivante :1) que toute fon
tion des ra
ines, invariante par les substitutions de 
e groupe, soit ration-nellement 
onnue ;2) r�e
iproquement, que toute fon
tion des ra
ines, d�etermin�ee rationnellement, soit invariantepar 
es substitutions.
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ar�epuis �a �etudier 
omment 
e groupe \d'ambigu��t�e" se trouve modi��e par l'adjon
tion de quantit�esauxiliaires 
onsid�er�ees 
omme \rationnelles". Ainsi, dans le 
as de l'�equation du quatri�eme degr�e, sil'on adjoint la quantit�e � obtenue en r�esolvant l'�equation auxiliaire du troisi�eme degr�e, l'on r�eduitle groupe d'ambigu��t�e au sous-groupe normal form�e des quatre permutations (a,b,
,d), (b,a,d,
),(
,d,a,b), (d,
,b,a). Ce groupe est le produit de deux groupes �a deux �el�ements et l'adjon
tion dessolutions de deux �equations du se
ond degr�e suÆt alors pour �eliminer totalement l'ambigu��t�e, 
'est�a dire r�esoudre l'�equation initiale.Si l'on d�esigne par k le 
orps des \quantit�es rationnelles" et par K 
elui engendr�e par k et par touteskles ra
ines de l'�equation que l'on se propose de r�esoudre, le groupe de Galois, G = Gal(K : k) estle groupe des automorphismes de K qui �xent tous les �el�ements de k.L'impossibilit�e de r�eduire l'�equation du 
inqui�eme degr�e �a des �equations de degr�e inf�erieur provientalors de la \simpli
it�e" du groupe A5 des soixantes permutations paires (produits d'un nombrepair de transpositions) des 
inq ra
ines a, b, 
, d, e d'une telle �equation. Un groupe abstrait �niest \simple" si l'on ne peut le r�eduire, par un homomorphisme non trivial, �a un groupe pluspetit. Le groupe A5 est le plus petit groupe simple non 
ommutatif et il apparâ�t tr�es souvent enmath�ematiques.J'en viens maintenant au rôle que le groupe de renormalisation devrait jouer pour 
omprendrela 
omposante 
onnexe du groupe des 
lasses d'id�eles de la th�eorie du 
orps de 
lasse 
omme ungroupe de Galois.La th�eorie du 
orps de 
lasse et sa g�en�eralisation aux groupes de Galois non 
ommutatifs par leprogramme de Langlands 
onstituent l'information la plus profonde que nous ayons sur le groupede Galois des nombres alg�ebriques. La sour
e de 
es th�eories est la loi de r�e
ipro
it�e quadratiquequi joue un rôle 
entral dans l'histoire de la th�eorie des nombres. Elle est d�emontr�ee en 1801 parGauss dans ses \ Disquisitiones " mais son �enon
�e �etait d�ej�a 
onnu d'Euler et de Legendre. Laloi de r�e
ipro
it�e exprime, �etant donn�es deux nombres premiers p et q, une sym�etrie entre p etq dans la r�esolution de l'�equation x2 = p modulo q. Elle montre par exemple que pour savoirsi l'�equation x2 = 5 admet une solution modulo un nombre premier q il suÆt de 
onnâ�tre lavaleur de q modulo 5 
e que donne le dernier 
hi�re de q dans son d�eveloppement d�e
imal, (parexemple 19 et 1999, ou 7 et 1997 donnent le même r�esultat) de sorte que les nombres premiers ainsis�ele
tionn�es se r�epartissent en 
lasses. Il a fallu plus d'un si�e
le pour 
omprendre 
on
eptuellementla loi de r�e
ipro
it�e quadratique dont Gauss avait donn�e plusieurs d�emonstrations, sous la formede la th�eorie du 
orps de 
lasse qui permet de 
al
uler �a partir de 
lasses de nombres id�eaux legroupe de Galois de l'extension Abelienne maximale d'un 
orps de nombres.La g�en�eralisation 
on
eptuelle de la notion de 
orps de nombres est 
elle de 
orps global. Un 
orpsk est global si 
'est un sous-
orps dis
ret 
o
ompa
t d'un anneau lo
alement 
ompa
t (non dis
ret)semi-simple et 
ommutatif A. (Cf. Iwasawa Ann. of Math. 57 (1953).) L'anneau topologique A estalors 
anoniquement asso
i�e �a k et s'appelle l'anneau des Ad�eles de k, on a,A =Yres kv ; (62)o�u le produit est le produit restreint des 
orps lo
aux kv ind�ex�es par les pla
es de k. Les kv sont les
orps lo
alement 
ompa
ts obtenus 
omme 
ompl�etions de k de même que l'on obtient les nombresr�eels en 
ompl�etant les rationnels.Quand la 
ara
t�eristique de k est p > 1 i.e. quand k est un 
orps de fon
tions sur Fq , on ak � kun � kab � ksep � k ; (63)o�u k d�esigne une 
loture alg�ebrique de k, ksep la 
loture alg�ebrique s�eparable, kab l'extensionab�elienne maximale et kun, extension non rami��ee maximale, est obtenue en adjoignant �a k lesra
ines de l'unit�e d'ordre premier �a p.On d�e�nit le groupe de Weil Wk 
omme le sous-groupe de Gal(kab : k) form�e par les automor-phismes de (kab : k) qui induisent sur kun une puissan
e enti�ere de l'automorphisme de \Frobenius",�, �(�) = �q 8� ra
ine de l'unit�e d'ordre premier �a p : (64)kIl ne suÆt pas d'adjoindre une seule de 
es ra
ines, il faut les adjoindre toutes
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ipal de la th�eorie du 
orps de 
lasse global est l'existen
e d'un isomorphisme
anonique, Wk ' Ck = GL1(A)=GL1(k) ; (65)de groupes lo
alement 
ompa
ts.Quand k est de 
ara
t�eristique nulle, i.e. un 
orps de nombres, on a un isomorphisme 
anonique,Gal(kab : k) ' Ck=Dk ; (66)o�u Dk d�esigne la 
omposante 
onnexe de l'�el�ement neutre dans le groupe des 
lasses d'id�elesCk = GL1(A)=GL1(k), mais �a 
ause des pla
es Ar
him�ediennes de k l'on n'a pas d'interpr�etationde Ck analogue au 
as des 
orps de fon
tions. Citons A. Weil [27℄,\La re
her
he d'une interpr�etation pour Ck si k est un 
orps de nombres, analogue en quelquemani�ere �a l'interpr�etation par un groupe de Galois quand k est un 
orps de fon
tions, me semble
onstituer l'un des probl�emes fondamentaux de la th�eorie des nombres �a l'heure a
tuelle ; il se peutqu'une telle interpr�etation renferme la 
lef de l'hypoth�ese de Riemann : : :".Cela signi�e qu'aux pla
es Ar
him�ediennes (i.e. aux 
ompl�etions de k qui donnent soit les nombresr�eels soit les nombres 
omplexes), il devrait y avoir un groupe 
ontinu de sym�etries se
r�etementpr�esent.Mon int�erêt pour 
e probl�eme vient de mon travail sur la 
lassi�
ation des fa
teurs qui indiquait
lairement que l'on poss�edait l�a l'analogue de la th�eorie de Brauer qui est l'une des 
lefs de lath�eorie du 
orps de 
lasse lo
al.Les groupes de Galois sont par 
onstru
tion des limites proje
tives de groupes �nis atta
h�es �a desextensions �nies. Pour obtenir des groupes 
onnexes il faut �evidemment relaxer 
ette 
ondition de�nitude, qui est la même que la restri
tion en th�eorie de Brauer aux alg�ebres simples 
entrales dedimension �nie. Comme 
e sont les pla
es Ar
him�ediennes de k qui sont �a l'origine de la 
omposante
onnexe Dk, il est naturel de 
onsid�erer la question pr�eliminaire suivante,\Existe-t-il une th�eorie de Brauer non-triviale d'alg�ebres simples 
entrales sur C ."J'ai montr�e dans [5℄ que la 
lassi�
ation des fa
teurs approximativement �nis sur C donnait uner�eponse satisfaisante �a 
ette question. Ils sont 
lassi��es par leur module,Mod(M)�� R�+ ; (67)qui est un sous-groupe (virtuel) ferm�e de R�+ .Ce groupe joue un rôle analogue dans le 
as Ar
him�edien au module des alg�ebres simples 
entralessur un 
orps lo
al nonar
him�edien. Dans 
e dernier 
as le module se d�e�nit tr�es simplement parl'a
tion du groupe multipli
atif d'une alg�ebre simple 
entrale sur la mesure de Haar du groupeadditif. La d�e�nition de Mod(M) pour les fa
teurs est beau
oup plus �elabor�ee, mais reste bas�eesur l'a
tion du groupe R�+ de 
hangement d'�e
helle.Pour poursuivre l'analogie ave
 la th�eorie de Brauer o�u le lien ave
 le groupe de Galois s'obtient parla 
onstru
tion d'alg�ebres simples 
entrales 
omme produits 
rois�es d'un 
orps par un groupe d'au-tomorphismes, le pas suivant 
onsiste �a trouver des exemples naturels de 
onstru
tion de fa
teurs
omme produits 
rois�es d'un 
orps K, extension trans
endante de C par un groupe d'automor-phismes. Dans nos re
her
hes sur les vari�et�es sph�eriques non
ommutatives [7℄, ave
 M. Dubois-Violette, l'alg�ebre de Sklyanin ([26℄) est apparue 
omme solution en dimension 3, du probl�eme de
lassi�
ation formul�e dans [14℄. La repr�esentation \r�eguli�ere" de 
ette alg�ebre engendre une alg�ebrede von-Neumann int�egrale dire
te de fa
teurs approximativement �nis de type II1, tous isomorphesau fa
teur hyper�ni R. Les homomorphismes 
orrespondants de l'alg�ebre de Sklyanin ([26℄) versle fa
teur R se fa
torisent mira
uleusement �a travers le produit 
rois�e du 
orps Kq des fon
tionselliptiques, o�u le module q = e2�i� est r�eel, par l'automorphisme de translation par un nombrer�eel (mais en g�en�eral irrationnel). On obtient ainsi le fa
teur R 
omme produit 
rois�e de Kq parun sous-groupe du groupe de Galois, en parfaite analogie ave
 la 
onstru
tion des alg�ebres simples
entrales sur un 
orps lo
al. Il reste �a obtenir une 
onstru
tion semblable et naturelle du fa
teurR1 de type III1.
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ar�eIl est sans doute pr�ematur�e d'essayer d'identi�er le 
orps K 
orrespondant, qui devrait jouer lerôle de l'extension nonrami��ee maximale C un de C et être dot�e d'une a
tion naturelle du groupemultipli
atif R�+ .Le rôle du 
orps K en physique des hautes �energies devrait être reli�e �a l'observation suivante
on
ernant les \
onstantes" qui interviennent en th�eorie des 
hamps. En fait les 
al
uls des phy-si
iens regorgent d'exemples de \
onstantes" telles les 
onstantes de 
ouplage g des intera
tions(�ele
tromagn�etiques, faibles et fortes) qui n'ont de \
onstantes" que le nom. Elles d�ependent enr�ealit�e du niveau d'�energie � auquel les exp�erien
es sont r�ealis�ees et sont don
 des fon
tions g(�).Ainsi les physi
iens des hautes �energies �etendent impli
itement le \
orps des 
onstantes" ave
 le-quel ils travaillent, passant du 
orps C des s
alaires �a un 
orps de fon
tions g(�). Le g�en�erateurdu groupe de renormalisation est simplement ��=��.L'on peut mettre l'exemple plus simple du 
orps Kq des fon
tions elliptiques sous la même formeen passant aux fon
tions loxodromiques, 
'est �a dire en posant � = e2�iz de sorte que la premi�erep�eriodi
it�e (en z ! z + 1) est automatique alors que la deuxi�eme s'�e
rit g(q �) = g(�). Le groupedes automorphismes de la 
ourbe elliptique est alors lui aussi engendr�e par ��=��.Les points �xes du groupe de renormalisation sont les s
alaires ordinaires, mais il se pourraitque la physique quantique 
onspire pour nous empê
her d'esp�erer une th�eorie qui englobe toutela physique des parti
ules et soit 
onstruite 
omme point �xe du groupe de renormalisation. Lesintera
tions fortes sont asymptotiquement libres et l'on peut les analyser �a tr�es hautes �energies enutilisant les points �xes du groupe de renormalisation, mais la pr�esen
e du se
teur �ele
trodynamiquemontre qu'il est vain de vouloir s'en tenir �a de tels points �xes pour d�e
rire une th�eorie qui in
orporel'ensemble des for
es observ�ees. Le probl�eme est le même dans le domaine infrarouge o�u les rôlesdes intera
tions fortes et �ele
trodynamiques sont invers�es.Il est bien 
onnu des physi
iens que le groupe de renormalisation joue le rôle d'un groupe d'am-bigu��t�e, l'on ne peut distinguer entre elles deux th�eories physiques qui appartiennent �a la mêmeorbite de 
e groupe, 
e qui nous ram�ene �a Galois dont la \th�eorie de l'ambigu��t�e" allait bien audel�a des �equations alg�ebriques.Citons �Emile Pi
ard (voir [25℄) qui dans sa pr�efa
e aux �uvres 
ompl�etes d'Evariste Galois �e
rivait,\Il aurait �edi��e dans ses parties essentielles, la th�eorie des fon
tions alg�ebriques d'une variabletelle que nous la 
onnaissons aujourd'hui. Les m�editations de Galois port�erent en
ore plus loin ; iltermine sa lettre en parlant de l'appli
ation �a l'analyse trans
endante de la th�eorie de l'ambigu��t�e.On devine �a peu pr�es 
e qu'il entend par l�a, et sur 
e terrain qui, 
omme il le dit est immense, ilreste en
ore aujourd'hui bien des d�e
ouvertes �a faire".R�ef�eren
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