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MEMOIRE

SUR

LES COURBES DEFINIES

AR

UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

Journal de Mathématiques, 3° série, t. T, p. 375-422 (1881) et t. 8, p. 251-296 (1882).

D'ailleurs, cette étude qualitative aura par elle-méme un intérét du premier
ordre. Diverses questions fort importantes d’Analyse et de Mécanique peuvent
en effet s’y ramener. Prenons pour exemple le probléme des trois corps : ne
peut-on pas se demander si 'un des corps restera toujours dans une certaine
région du ciel ou bien s'il pourra s’éloigner indéfiniment; si la distance de
deux des corps augmentera, ou diminuera a Vinfini, ou bien si elle restera com-

prise entre certaines limites? Ne peut-on pas se poser mille questions de ce

genre qui seront toutes résolues quand on saura construire qualitativement les

trajectoires des trois corps? Et si 'on considére un nombre plus grand de corps,

qu'est-ce que la question de Vinvariabilité des éléments des planétes, sinon une
véritable question de Géométrie qualitatiye, puisque, faire voir que le grand
axe n’a pas de variations séculaires, ¢’est montrer qu’il oscille constamment
entre certaines limites ?

Tel est le vaste champ de découvertes ciui s'ouvre devant les géométres. Je
n'ai pas eu la prétention de le parcourir tout entier, mais }'al voulu du moins
en franchir les frontiéres, et je me suis restreint & un cas trés particulier, celui
qui se présente d’abord tout naturellement, c’est-a-dire 4 U'étude des équations

différentielles du premier ordre et du premier degré.



SUR LES COURBES DEFINIES

PAR

LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Journal de Mathématiques pures et ripp!.'iqzre’es, 4 série, L 1, p. 167-244 (1883).

CHAPITRE X.

STABILITE ET INSTABILITE.

On n’a pu lire les deux premiéres Parties de ce Mémoire sans étre frappeé
de la ressemblance que présentent les diverses questions qui y sont traitées
avec le grand probléme astronomique de la stabilité du systéme solaire. Ce
dernier pi-qbléme cst, bien entendu, beaucoup plus compliqué, puisque les
équations différentielles du mouvement des corps célestes sont d’ordre trés
éleve. 11 y a méme plus, on rencontrera, dans ce probléme, une difficulié nou-
velle, essenticllement différente de celles que nous avons eu i surmonter dans
I'étude du premier ordre, ct j’ai 'intention de la faire ressortir, sinon dans cette

troisieme Partie, du moins dans In suite de ce travail.



SUR CERTAINES SOLUTIONS PARTICULIERES
DU PROBLEME DES TROIS CORPS

Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. 97, p. 251-252 (23 juillet 1885).

M. Kronecker a présenté a '’Académie de Berlin, en 186g, un Mémoire sur
les fonctions de plusieurs variables; on y trouve un important théoréme d’ou

il est aisé de déduire le résullat suivant :

Soient &y, Ea, - - -y Eun fonctions continues de n variables i, Za, ..., Zuila
variable z; est assujettie & varier entre les limites + a; et — a;. Supposons que,
pour z; = a;, £; soit constamment positif, et pour z; = — «; conslamment négatif;
je dis qu’il existera un systéme de valeurs des z pour lequel tous les £ s’'annu-

leront,

Ce résultat peut s’appliquer au probléme des trois corps et montre que ce
probléme admet une infinité de solutions particuliéres jouissant de propriétés
remarquables que nous allons exposer. Nous nous restreignons, bien entendu,
au cas ot les masses de deux des corps sont trés pelites.

Le mouvement est périodique, ¢’est-d-dire que, lorsque le temps augmente
d’une période constanle, les trois corps reprennent la méme position relative.
A la fin d’'une période, les distances des trois corps reprennent leur valeur
initiale, ainsi que les vitesses relatives estimées soit dans la direction du rayon
vecteur, soit dans la direclion perpendiculaire. Le systéme enlier a seulement
tourné d’un certain angle autour du centre de gravité, supposé fixe.

Les excentricités sont trés petites et de ordre des masses; mais les inclinai-

sons peuvent avoir des valeurs quelconques.



SUR UN THEOREME DE GEOMETRIE

Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, t. 33, p. 375-407 (1912).

§ 1. Introduction.

Je n’ai jamais présenté au public un travail aussi inachevé; je crois donc
nécessaire d’expliquer en quelques mots les raisons qui m’ont déterminé a le
publier, et d'abord celles qui m’avaient engagéa I'entreprendre. J'ai démontré,
il y a longtemps d¢ja, Dexistence des solutions périodiques du probleme des
trois corps; le résultat laissait cependant encore & désirer; car, si-l'existence
de chaque sorte de solution était établie pour les petites valeurs des masses, on
ne voyail pas ce qui devait arriver pour des valeurs plus grandes, quelles
étaient celles de ces solutions qui subsistaient et dans quel ordre elles dispa-
raissaient. En réfléchissant a cette question, je me suis assuré que la réponse
devait dépendre de I'exactitude ou de la fausseté d’un certain théoréme de géo-
métrie dont I'énoncé est trés simple, du moins dans le cas du probléme res-
treint et des problémes de Dynamique ou il n’y a que deux degrés de liberté.

Jai donc été amené A rechercher si ce théoréme est vrai ou faux, mais J’ai
rencontré des difficultés auxquelles je ne m’atiendais pas. J'ai été obligé
d’envisager séparément un trés grand nombre de cas particuliers; mais les cas
possibles sont trop nombreux pour que j'aie pu les étudier tous. J’ai reconnu
'exactitude du théoréme dans tous ceux que j’ai traités. Pendant deux ans, je
me suis efforcé sans succds, soit de trouver une démonstration générale, soit
de découvrir un exemple ou le théoréme soit en défaut.

Ma conviction qu’il est toujours vrai s'affermissait de jour en jour, mais je

restais incapable de I'asseoir sur des fondements solides.
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En ce qui concerne le probléme des trois corps, je ne suis
pas sorti du cas suivant: | |

de considére trois masses, la premidre trés grande, la seconde petite
‘mais finie, la troisiéme infiniment petite; je suppose que les deux pre-
mieres décrivent un cercle autour de lear centre de gravité commun et
que la troisiéme se meut dans le plan de ces cercles. Tel serait le cans
d’une petite planéte troublée par Jupiter, si l'on négligeait 'ecxcentricité
de Jupiter et Vinclinaison des orbites.

Dans ce cas particulier, 7ai démontré rigoureusement la stabilité, nofi
seulement en montrant que le rayon vecteur de la petite planete ne peut
croitre indéfiniment, inais en lui fixant sinon ses limites précises, au

+

moins des limites aussi rapprochées qu'on le veut de ces limites précises.
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MNMC Tewme L §13

Probléme général de la Dynamique.

13. Nous sommes donc conduit & nous proposer le probleme
‘suivant ;
Etudier les équatiens canoniques

| do; _ dF - dyp__ dF
(1) | =& A da

en supposant que la fonction F peut se développer suivant les
puissances d’'un parameétre trés petit . de la maniére suivante :

F="F,+ pF+p2Fy+ ...,

en supposant de plus que Fy ne dépend que des z et est indépen-
dant dés y; et que Fy, Fa, ... sont des fonctions périodiques de
période 27 par rapport aux y. |
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THE KEY : PERIODI<= SOLUTION

MNMC Tome T & 36
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CHAPITRE (11

Il y a méme plus : voict un fait que je n’ai pu démontrer rigou-
reusement, mais qul me parait pourtant trés vraisemblable.

Etant données des équations de la forme définie dans le n° 13
et une solution particuliére quelconque de ces équations, on peut
toujours trouver une solution périodique (dont la période peut, il
est vrai, étre trés longue), telle que la différence entre les deux so-
lutions soit aussi petite qu’on le veut, pendant un temps aussi
long qu'on le veut. D’ailleurs, ce qui nous rend ces solutions
périodiques si précieuses, c’est qu'elles sont, pour ainsi dire, la
seule bréche par ol nous puissions essayer de pénétrer dans une
place jusqu’ici réputée inabordable.
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THE CONSEQUENCE OF THE EXUTEANCE
OF Geweric! PERIODIc SoWTiom S :

NON - TN TECRABLITY)

VO‘ . -L NOK-EXISTENCE DES INTEGRALES UNIFORMES. a51

(&X& VT Nous devons done conclure que, dans ce cas particulier du pro-
=  bléme des trois Corps, il n’y a pas d'intégrale uniforme distincle
r’Fmr{u' coelh vaf de F.

of {ha perturbiy Dans mon Mémoire des dcta mathematica (L. XIII), je me
A auchan . suis servi pour établir le méme point de 'existence des solutions
périodiques et du fait que les exposants caractéristiques ne sont
pas nuls, La démonstration que je donne ici ne différe de celle des
~ Acta que par la forme, mais elle se préte mieux & la généralisation

qui va suivre.
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THE COR(EQUENCE OF THE EXITRUE:
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r = x2° + fud&(w + u((} o i nss.
Y = wt W) pf (W)

W = (’w,,u,w\ we (b) = w. (M) + M (.u}{
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Il en résulte que les 2n exposanls caractémsthues sont nuls.

1&8 Or nous savons qu 'il n’en est pas ainsi en génér al.
Ql‘d o Donc, en général, les séries (2) ne convergeront pas uniformé-.
ment quand @ et les ] varieront dans un certain intervalle.
¢. 0. F. D,



THE END OF & 448 CoNTEMPMATING
THE PeSSiRitiTY oOF KAM.

DIVERGENCE DES SERIES DE M. LINDSTEDT. p. Lot /105

.Y w we w

Ne peut-il pas arriver que les séries (2) convergént quand on
donne aux z certaines valeurs convenablement choisies ?

‘Supposons, pour simplifier, qu'il y ait deux degrés de liberté;

les séries ne pourraient-elles pas, par exemple, converger quand z{-

0 " ’ a L] ; nl - a

et z, ont été choisis de telle sorte que le rapport — soit incom-

2
mensurable, et que son carré soit au contraire commensurable

(ou quand le rapport -n—i est assujett1 & une autre conditicn ana-
2 ;

logue a celle que je viens d’énoncer un peu au hasard)?
Les raisonnements de ce Chapitre ne me permetient pas d’af-

firmer que ce fait ne se présentera pas. Tout ce qu’il m’est permis
de dire. c'est gu'il est fort invraisemblable.
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EXPIONENTIALY SMAL ANGES : an enwple.

Voe ﬁ 225. Nous avons vu au n° 212 que les séries auxquelles con-
duit la méthode de M. Bohlin sont généralement divergentes et
)'ai cherché & expliquer le mécanisme de cette divergence. Je crois
devoir revenir sur ce sujet et étudier avec quelques .détails un
exemple simple qui fera mieux comprendre ce mécanisme. Soit

— F -~p+g2m—ag.v.smﬁ-"z--p*t?(y)cosx, M‘f’em%
ol (p, x5 q, y) sont deux paires de variables cothlguées o(y)
une fonction périodique de y de période 2w et ol p et ¢ sont deux

constantes que je supposerai trés petites.
»- & wwe > 8 B s s 0 0 s F e e P -

Mettons en évidence les solutions particulidres remarquables.
Nous avons d’abord la solution simple

2 =1, P =0, Yy =o, g =0,

qui est une solution périodique. Voyons quelles sont les solu-
tions asymptotiques correspondantes.

‘rﬂ-ww"'w-'b'*
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\?Zz 6 et A n €z
Ainsi, bien que les fonctions ¢ et {/ ne soient pas égales, leurs
développements formels suivant les puissances de V1t sont iden-
tiques. C’est assez dire que ces développements ne sont pas con-
vergents.

Cela montre toutefois que si p est considéré comme un infini-

ment petit du premier ordre, la différence & — ¢/ sera un infini-
' )

ment petit d’ordre infini, comme est, par exemple, e *.
Et, en effet, dans le cas particulier od ©(y)=siny, on a

,.,..,;‘/E
()

V8

ce qui montre que les différences § — &' et S, — S’ sont du méme
ordre de grandeur que




Tome UL & 3Z97F

397. Que l'on cherche a se représenterla figure formée par ces
deux courbes et leurs intersections en nombre infini dont chacune
correspond & une solution doublement asymptotique, ces inler-
sections forment une sorte de treillis, de tissu, de réseau & mailles
infiniment serrées; chacune des deux courbes ne doit jamais sc
recouper elle-méme, mais elle doit se replier sur elle-méme d’unc
maniére trés complexe pour venir recouper une intinité de fois
toutes les mailles du réseau. |

On sera frappé de la complexilé de cette figure, que je nc
cherche méme pas a tracer. Rien n’est plus propre a nous donner
une idée de la complication du probléeme des trois corps el en
général de tous les problémes de Dynamique ot iln’y a pas d’intc-
erale uniforme et on les séries de Bohlin sont divergentes.
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’ o
Mew eite cof l‘c'ge

{ 8 5 o | Je suis hiﬂ:n-: loin d’avoir résolu complétement le probléme que jui
- p ahordé. ._J e me suis qu}é- A {1é_gn.oxlgt_te_1ﬁ Vexistence de {:el_'taines solutions
l k" A 0“‘*1“‘ pu-t'tieulidfres remarquables que Jappelle solutions périodiques, solytions

asymptotiques, et solutions doublement asymptotiques. J'ai étudié ‘plus
spécinlement un cas particulier du probléme des trois corps, celui ol
Uune des masses est nulle et ou le mouvement des deux autres est
circulaire; j'ai recomnu que dans ce cas les trois corps repasseront une
infinité de fois aussi prés que on veut de leur position initiale, & moing
que les conditions initiales du mouvement ne soient exceptionnelles.

MNMC Towe 1L

Ce S1 done Poisson a cru pouvolr répondre affirmativement a la
. ' question de la stabilité telle qu’il I'avait posée, bien qu’il et

exclu les cas ou le rapport des moyens mouvements est commen-
surable, nous aurons de méme le droit de regarder comme dé-
montrée la stabilité telle que nous la définissons, bien que nous
soyons forcés d’exclure les molécules -exceptionnelles dont nous
venons de parler.
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WHY STUDY THE THREE-BODY PROBLEM 2
G‘ DA ksoux ,J- 4”.‘ wER [DecemPDer 15 /!‘E'Bj

Poincaré ne pouvait pas ne pas avoir conscience de la haute valeur de
ses écrits; d’autres auraient réclamé des récompenses, lui ne demandait
rien. Nous le regardions tous comme le plus fort d’entre nous. Il n’a jamais
cherché a nous devancer. Nul ne pouvait prévoir les vides nombreux que
la mort allait faire dans la section de Géométrie. Pour le faire arriver
plus vite, pour lui ménager une place dans la section d’Astronomie, on
lui 81gna1a1t les a,pphcatlons que les théories par Iui découvertes pouvalent .

T —————

avoir en Mecamque céleste. Il su1va1t docﬂement ces indications, s’occupait

Y S = R

du probleme des trois corps, des _ﬁg_res des corps célestes, et trouvait tout
169

naturel de laisser passer devant lui tous les anciens.

169Poincaré could not be unaware of the high value of his writings; others would have claimed awards, he asked
nothing. We all considered him as the strongest of us all. He never attempted overtaking us. No one could foresee
the many gaps that death woud cause in the Geometry section. In order to make him arrive faster, to secure for
him a seat in the Astronomy section, we pointed to him the apphcatmns that the theories he had discovered could
have in ( Celest1al Mechamcs He was obedlently followmg these mdlcatlons handhng ‘the ' Three Body Problem, the

ﬁgures of celestial bOdleS and finding it quite natural to let pass before him the elders. - ==
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The problem is to d ine the ibl ions of three poinl masses my , my , and my , Uhkhﬂhﬁu&diﬁmﬂmh!‘uﬂunnh&ﬂmmﬂw%&pmhdwmﬁudmh“mlhmdmhmm{ﬂlnlhmmll.ﬂ
constituted as the search for solutions (or at least approxi lutions) of a system of ordinary differential equations by the works of Euler, Clairaut and d'Alembert (with in p lar the exp ion by Clairaut of the motion of the lunar apogee). Much developed by L Laplace
and their followers, the mathematical theory entered a new era al the end of the 15th century with the works of Poincaré and since the 1950's with the devel of ‘While the two-body problem is i ble and its soluti | d (-eIz].[AlN},[A!][nP’jJ,

solutions of the three-body problem may be of an arbitrary complexity and are very far from being completely understood,
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